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AVANT-PROPOS À L’ÉDITION FRANÇAISE 


La théorie des équations intégrales de Fredholm, incontestable- 
ment l’une des plus grandes réalisations de l’analyse mathématique, 
a pris corps vers le début du XX° siècle. Elle a exercé une influence 
déterminante sur l’évolution de différentes branches de la physique 
mathématique et, en particulier, sur celle de la théorie des problèmes 
aux limites pour les équations aux dérivées partielles. Les équations 
de Fredholm ont notamment permis, à elles seules, une analvse 
exhaustive du problème de Dirichlet et du problème de Neumann 
pour les fonctions harmoniques. 

Des résultats du plus haut intérêt ont été obtenus dans l’applica- 
tion des équations de Fredholm à l'étude des problèmes plans de 
l'élasticité. L’apport de N. Muskhelishvili et D. Sherman y est 
prépondérant. La théorie des équations intégrales singulières multi- 
dimensionnelles, qui est une généralisation naturelle de la théorie 
des équations de Fredholm. a grandement contribué au succès des 
travaux consacrés à l'étude des problèmes tridimensionnels de l’élas- 
ticité. L'appareil de la théorie des intégrales et des équations inté- 
grales singulières multidimensionnelles a été essentiellement élaboré 
par F. Tricomi, J. Jiro, S. Mikhline, V. Kupradze. 

Grâce au développement du calcul électronique, les équations 
intégrales sont de plus en plus largement utilisées par les ingénieurs 
pour les calculs de résistance. Vu l’importance que revêtent les 
équations intégrales, les auteurs ont entrepris une tentative de pré- 
senter dans un livre une étude qui se veut complète sur la théorie 
des équations intégrales, aussi bien régulières que singulières, et 
leurs applications aux problèmes de la théorie de l’élasticité. Sont 
également traités les différents aspects des algorithmes de calcul, 
y compris les questions de leur justification. 

La faveur qu'a trouvée cet ouvrage (Moscou. « Naouka », 1977) 
auprès des spécialistes soviétiques laisse aux auteurs tout lieu 
d'espérer qu'il sera profitable aux lecteurs francophones. 

En 1982, les Editions Mir font paraître la traduction anglaise de 
cet ouvrage. Pour la version française, des modifications ont été 
apportées à toute une série de paragraphes. Elle est en outre complé- 
tée par un nouveau paragraphe, $ 39, où sont cités les résultats con- 
tenus dans des travaux récents portant essentiellement sur les algo- 
rithmes de calcul numérique des problèmes tridimensionnels. 

Les auteurs remercient les professeurs S. Mikhline et V. Mazia 
pour leurs remarques et suggestions qui ont permis de nombreuses 
améliorations de l'ouvrage. 

V. Parton, P. Perline 


Moscou. janvier 1982 


AVANT-PROPOS À L’ÉDITION RUSSE 


L'évolution rapide du calcul électronique a accru brusquement 
l'intérêt des chercheurs envers les méthodes numériques universelles 
destinées à la résolution des problèmes de la théorie de l’élasticité. 
Outre les méthodes universellement admises en mécanique des 
milieux continus et dans les calculs d'ingénieurs telles que les mé- 
thodes des éléments finis et des différences finies, celle qui offre le 
plus de perspectives et qui a déjà fait ses preuves est la méthode du 
potentiel, qui ramène les problèmes aux limites à des équations inté- 
grales correspondantes. L'avantage essentiel de cette méthode réside 
dans la réduction de la dimension des problèmes considérés. 

Dans la présente monographie sont exposés les principes fonda- 
mentaux de la théorie des équations intégrales régulières et singulie- 
res dans le cas d’une ou de deux variables. Elle comporte une étude 
des questions générales de la théorie des méthodes approchées et leur 
application à la résolution efficace aussi bien des équations régulières 
que des équations singulières. Les renseignements indispensables sur 
les équations bi- et tridimensionnelles de l’élasticité, y compris la 
position des problèmes aux limites, y figurent également. On propose 
ensuite dans l’ouvrage l’établissement et l'étude des différentes 
équations intégrales du problème plan pour les principaux problèmes 
aux limites aussi bien que pour les problèmes mixtes et les problèmes 
dans lesquels interviennent des coupures dans les corps. Pour le cas 
tridimensionnel l'étude des équations intégrales est réalisée pour les 
premier et deuxième problèmes fondamentaux. 

En rédigeant leur monographie, les auteurs ont consacré une 
attention particulière à l'exposé des méthodes efficaces de résolution 
des équations intégrales des problèmes plan et spatial de la théorie 
de l’élasticité. Elle comporte des exemples illustrant les avantages de 
telle ou telle approche. De nombreux travaux cités dans l'ouvrage 
donnent une information pratiquement exhaustive sur l’objet étudié. 
La table des matières permet d'obtenir un aperçu complet du contenu 
du livre. 

L'accent mis sur les méthodes numériques de résolution des 
équations intégrales de l'équilibre élastique atteste la conviction 
profonde des auteurs selon laquelle cette approche ouvre des perspec- 
tives exceptionnelles, vu le progrès réalisé dans le développement des 
ordinateurs toujours plus rapides et efficaces. 
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Le contenu de cet ouvrage est limité aux problèmes statiques de 
la théorie de l’élasticité, bien que l’extension des méthodes exposées 
aux problèmes dynamiques ne soit évidemment liée à aucune dif- 
ficulté de principe. 

Le lecteur intéressé pourra trouver une étude mathématique 
approfondie de la théorie des équations intégrales dans les ouvrages 
connus de F. Gakhov, V. Kupradze, S. Mikhline et N. Muskhelishvili. 

Une aide considérable a été apportée aux auteurs par S. Mikhline 
et D. Sherman pour la préparation de la monographie. Diverses 
remarques utiles ont été faites par I. Vorovitch et V. Panassyuk. 

N. Andrianov et S. Stupak ont eu l’amabilité de mettre à notre 
disposition leurs programmes composés pour la résolution de certaines 
classes de problèmes. La parution de ce livre doit beaucoup à la 
participation et à l’aide que nous a apportée Tamara Artemievna 
Alikhanova. 

Les auteurs profitent de l’occasion pour remercier vivement tous 
ces collègues. 


V. Parton, P. Perline 


Moscou, novembre 1976 


SUR L’INTRODUCTION DES MÉTHODES DES 
ÉQUATIONS INTÉGRALES EN THÉORIE 
DE L’ÉLASTICITÉ 


La technique de calcul se développe de façon intensive et sous 
l'influence réciproque grandissante et stimulante des méthodes 
universelles de résolution des problèmes de physique mathématique. 
Parmi celles-ci il faut indiquer en premier lieu les méthodes des 
éléments finis et des différences finies, très répandues dans les cal- 
culs d'ingénieurs. Toutefois l’étude de problèmes très compliqués, 
entre autres les problèmes fondamentaux tridimensionnels de la 
théorie de l'élasticité et même les problèmes bidimensionnels pour 
des domaines de configuration suffisamment complexe, est souvent 
difficile à réaliser à l’aide de ces méthodes dans leur développement 
actuel, surtout, si un degré de précision élevé est exigé. Par ailleurs, 
comment ne pas les apprécier: grâce à leur simplicité, elles sont 
faciles à appliquer et accessibles à un grand nombre de praticiens, 
et, dans la perspective d’un perfectionnement permanent des ordina- 
teurs, ne seront qu'évoluer. 

A l'heure actuelle, dans les cas difficiles, il est préférable d'uti- 
liser d’autres méthodes parmi lesquelles on compte surtout la mé- 
thode des équations intégrales (aussi bien régulières que singulières). 

Nous nous rappelons encore fort bien le temps où presque chaque 
auteur qui étudiait un problème non trivial, quel qu’il soit, de la 
théorie de l’élasticité, mettait un point d'honneur à le ramener à tout 
prix à une équation de Fredholm de deuxième espèce. Il considérait 
alors que son étude était pour le moins terminée sur le plan théorique, 
sans s'intéresser à la réalisation pratique de la solution. (D’aucuns 
pourraient bien s’en étonner aujourd'hui.) 

Dans la procédure complexe, et à multiples étapes, de réduction 
de divers problèmes de la physique mathématique à des équations 
intégrales de Fredholm de deuxième espèce résolubles, l'un des 
points les plus importants est précisément l'élaboration des solutions 
(auxiliaires) dites fondamentales, i.e. la recherche d’une fonction 
(ou matrice) dépendant de deux points et satisfaisant, en coordonnées 
au moins de l’un des points, à l’équation différentielle initiale (ou 
au système d'équations). 

L'appareil de construction de ces solutions fondamentales ne 
constitue un secret pour personne et s’est développé de façon satis- 
faisante. Toutefois, les solutions fondamentales sont parfois (surtout 
dans les problèmes tridimensionnels) tellement encombrantes que 
toute idée de les utiliser directement à bon escient disparaît d'elle 
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mème. 11 devient absolument indispensable de soumettre les solutions 
fondamentales à des simplifications admissibles afin d'en rendre 
l'utilisation plus ou moins commode. Dans ces transformations, on 
doit veiller à préserver l'intégrité de leur partie principale, déter- 
minant en fait la réduction du problème examiné à une équation de 
Fredholm de deuxième espèce. Naturellement, la forme définitive 
(fortement tronquée) que revêt désormais la solution fondamentale 
n'aura plus cette qualité, au sens habituel du terme. mais par con- 
vention nous continuerons de la dénommer ainsi. 

On passe ensuite à la phase finale, autrement dit à l’élaboration 
de la représentation voulue pour la fonction cherchée (fonction 
vecteur). Elle est mise sous la forme d'une intégrale étendue à la 
frontière du corps et renfermant sous le signe somme le produit de 
la solution fondamentale par une certaine fonction (encore incon- 
nue). dite densité. La représentation ainsi construite est appelée 
potentiel. 

On sait que les potentiels les plus simples, notamment les poten- 
tiels de couche simple et double, trouvent une application universelle 
dans divers problèmes, et particulièrement dans les problèmes har- 
moniques classiques. Ces potentiels ont déjà été soumis à une étude 
approfondie et scrupuleuse dans les travaux fondamentaux de 
A. Liapounov pour une très large classe de surfaces portant son nom. 

Ayant à notre disposition l’expression correspondante du poten- 
tiel élastique et passant aux conditions aux limites du problème, 
nous obtenons pour déterminer la densité une équation intégrale de 
Fredholm de deuxième espèce. 

Maintenant vient en premier plan le souci non moins important 
de la résolubilité de l’équation obtenue. Ii n’est pas toujours possible 
d’y répondre immédiatement de façon catégorique ; en règle géné- 
rale, cela dépend des difficultés spécifiques et non négligeables. Si, 
contrairement aux précisions fondées sur des considérations plus ou 
moins rigoureuses, on découvre que l’équation intégrale qu’on étudie 
n'est pas résoluble, de nouvelles difficultés apparaissent que l’on 
élude, quand cela est possible, de différentes façons ou, plus exacte- 
ment, de deux façons différentes. D'une part, on peut essayer de 
modifier la représentation de manière à obtenir en définitive une 
représentation adéquate de la solution à l’aide du potentiel total. 
Si, par contre, cette voie s’avère trop difficile et ne conduit pas au 
but, on peut essayer de modifier l’équation même, en introduisant 
les opérateurs les plus élémentaires possibles, dépendant de la den- 
sité cherchée ; ceux-ci doivent être choisis de façon à éliminer de 
l'équation intégrale les fonctions propres sans changer l'essentiel. 
Parfois le chercheur est obligé d’avoir recours aux deux procédés. 
C'est précisément en agissant de la sorte que l’on aboutit à un 
résultat positif dans l'examen du premier problème fondamental 
tridimensionnel de la théorie de l'élasticité. 
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Certes, ce genre de modernisation de l'équation intégrale n'est 
pas simple du tout ; il oblige souvent à méditer et à réitérer les essais, 
ce qui est parfois non moins compliqué que la reconstruction de la 
solution fondamentale ; en général, en dépit de toute l'expérience 
acquise dans les recherches de ce genre, ni l’une, ni l’autre ne peuvent 
être réalisées sans de grands efforts, qui, souvent, hélas, s'avèrent 
malgré tout infructueux. 

Attardons-nous quelque peu sur l’état actuel de la théorie des 
équations intégrales appliquées aux principaux problèmes spatiaux 
de l'équilibre élastique, thème très actuel pour les applications, qui 
est étudié de façon suffisamment détaillée dans l'ouvrage. 

Peu après que I. Fredholm eut fondé la théorie des équations inté- 
grales de deuxième espèce qui porte son nom, et qu'on eut appliqué 
avec succès ces équations à l'étude des problèmes aux limites de 
Dirichlet et Neumann *), de nombreuses tentatives pour réaliser 
une analyse analogue des problèmes fondamentaux de la théorie de 
l'élasticité virent le jour. G. Lauricella a réussi à résoudre le premier 
problème fondamental tridimensionnel (en cas de déplacements don- 
nés), en 1907, en choisissant une solution fondamentale appropriée. 
Au premier abord ce choix peut paraître assez artificiel, en réalité 
il s'avère plus ou moins légitime et fondé sur des considérations fort 
compréhensibles. Comme l’a démontré Lauricella lui-même, ces 
équations sont toujours résolubles pour tout corps fini, limité par 
une seule surface. Si l’on soumet ces équations à la modification 
simple dont on a parlé plus haut, elles deviennent résolubles aussi 
bien pour un corps fini que pour un corps infini et en présence de 
plusieurs surfaces frontières. 

Malheureusement, les choses se compliquent lorsqu'il s’agit 
d'élaborer les équations intégrales régulières d’un problème tridi- 
mensionnel dans lequel on donne des contraintes extérieures. En 
1915. H. Weyl a construit pour ce problème des équations de Fred- 
holm relativement simples qu'on peut appliquer à un domaine fini, 
limité par une surface fermée convexe. Cependant, et aujourd'hui 
encore, ces équations ne sont pas schématisées au point de permettre 
de leur appliquer, sans certaines précautions, les algorithmes de calcul 
connus. Ensuite le même auteur a montré comment modifier les 
équations obtenues afin de les rendre en principe applicables à tout 
domaine tridimensionnel. Hélas, ce procédé n’est pas simple, il fait 
appel au tenseur de Green et conduit à des équations volumineuses 
qui se prêtent mal tant à une étude directe qu'à une utilisation 
judicieuse. 

11 fut un temps où beaucoup croyaient, du moins au premier abord, 
que l’on pouvait ramener les problèmes aux limites de la théorie de 


*) Renarquons que dans le cas le plus général, où les corps sont limités par 
plusieurs surfaces de Liapounov, une étude minutieuse et profonde a été réalisée 
dans les travaux de N. Gunter. 
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l’élasticité à des équations intégrales régulières par des procédés plus 
concrets et plus simples, en prenant comme solutions fondamentales 
des représentations très élémentaires. La plupart du temps on essayait 
d'adopter comme telles les solutions du problème spatial dans lequel 
le corps était sollicité par une force et un moment concentrés. Cepen- 
dant nombreux furent ceux qui, partant de ces solutions auxiliaires, 
se trouvèrent vite désappointés, car les équations obtenues par ce 
procédé n’étaient pas régulières et n’appartenaient pas à la classe 
des équations de Fredholm. Habituellement cette circonstance effray- 
ait la plupart des initiateurs qui faisaient rapidement marche arrière. 
Maintenant, bien qu'avec un considérable retard, il faut avouer qu'à 
la grande satisfaction de tous, il y a eu quand même des chercheurs 
plus perspicaces, qui n’ont pas eu peur des difficultés imprévisibles, 
ni des perspectives obscures, et ont consacré beaucoup de temps à 
l'étude approfondie des équations de ce type. Cela a permis en dé- 
finitive la création d’une théorie rigoureuse des équations intégrales 
singulières à une ou plusieurs dimensions, qui aujourd'hui est 
universellement adoptée et s’est cristallisée sous forme d’une branche 
indépendante de la théorie générale des équations intégrales. Des 
équations de ce genre ont été établies et scrupuleusement étudiées 
pour les problèmes fondamentaux de la théorie de l'élasticité. Le 
fait d’avoir établi de façon rigoureuse la possibilité d'appliquer à 
ces équations les alternatives de Fredholm a sensiblement favorisé 
la compréhension profonde de leur structure ainsi que l’établisse- 
ment de leurs diverses propriétés spectrales. Après cela la pos- 
sibilité d’une utilisation pratique de ces équations devint évi- 
dente. 

Il convient de noter que les équations singulières en tant que 
telles ont attiré, depuis longtemps déjà, l’attention de mathémati- 
ciens brillants tels que H. Poincaré et D. Hilbert qui s’intéressaient 
principalement au cas d’un noyau de forme cotangente. Plus tard 
F. Nœther a élaboré la théorie générale de ces équations. 

L'excellent travail de T. Carleman (1922) joue un rôle capital dans 
le développement de la théorie des équations singulières à noyau de 
Cauchy. Cette théorie connut une grande popularité aux yeux des 
théoriciens et fut admise dans un large cercle de chercheurs appliqués. 
Son auteur donna pour la première fois, sous une forme compacte avec 
une simplicité et une élégance étonnante, la solution d’un type 
important d'équations intégrales singulières. Cela ouvrit la voie à 
une étude efficace d’un grand nombre de problèmes mixtes de physi- 
que mathématique. 

L'apport de N. Muskhelishvili, ainsi que d’autres chercheurs de 
renom poursuivant des études dans la même direction, est prépon- 
dérant dans le développement de la théorie des équations intégrales 
singulières unidimensionnelles et de ses applications dans les do- 
maines les plus diverses de la physique mathématique. 
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Malgré tout, la complexité des équations singulières pouvait au 
départ effrayer de nombreux chercheurs et, particulièrement, les 
praticiens qui rencontraient ces problèmes pour la première fois. 
Toutefois, s'étant peu à peu familiarisés avec cet appareil vigoureux, 
ils commençaient à comprendre l'étendue du domaine des problèmes 
de physique mathématique qu'il peut englober. Bien entendu, tout 
cela ne pouvait être assimilé d'emblée, maïs nécessitait un certain 
temps et de longues et intenses réflexions. Il convient de souligner 
que la tentative d'analyser quelques problèmes types de la théorie 
de l’élasticité à l’aide des équations de Fredholm de deuxième espèce, 
méme si elles étaient volontairement adaptées à ces problèmes, 
s'avère parfois techniquement plus complexe que celle, plus naturelle, 
réalisée à l’aide d'équations singulières. (Pour éviter d’être mal 
compris, précisons que l’on peut aisément donner des exemples con- 
traires.) 

Précisons également une circonstance incitant à la prudence (et 
cela non seulement pour les praticiens) en ce qui concerne les équa- 
tions intégrales singulières. Par son essence même l'appareil mathé- 
matique des équations intégrales prévoit en règle générale un calcul 
numérique approché. Or, la question du calcul des intégrales singu- 
lières et particulièrement des intégrales bidimensionnelles, d’une im- 
porlance capitale pour les applications de tels ou tels algorithmes, 
restait ouverte jusqu'à une époque récente. Il fallait de plus apporter 
des modifications de principe, très importantes, aux démonstrations 
connues de la convergence de telle ou telle méthode approchée que 
l’on utilisait pour les équations régulières. 

Il convient de rappeler que notre article de fond reflète une prise 
de conscience manifeste de l'intérêt qu'offrent les équations intégra- 
les singulières (cf. Travaux du Congrès national de mécanique théo- 
rique et appliquée, Editions de l’Académie des Sciences de l’U.R.S.S., 
1962). 

La situation est beaucoup plus simple en ce qui concerne les 
problèmes fondamentaux bidimensionnels (plans) de la théorie de 
l’élasticité. Divers auteurs ont obtenu dans ce cas des équations 
intégrales régulières. Elles ont été étudiées de façon exhaustive et 
sont encore aujourd hui largement utilisées dans les applications 
pratiques. 

Profitons de l’occasion pour souligner les mérites universellement 
reconnus de G. Kolossov dans le développement de la théorie de 
l'élasticité. Ses travaux ainsi que ceux de N. Muskelishvili sont à 
la base de l'appareil spécial et ramifié, élaboré par de nombreux 
chercheurs afin d’étudier divers problèmes complexes bidimension- 
nels de la théorie de l’élasticité. 

I1 convient de citer parmi les acquisitions les plus intéressantes 
le travail de V. Fock (1926), qui le premier a appliqué les transfor- 
mations conformes pour ramener le problème plan concernant un 
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domaine fini simplement connexe à une équation de Fredholm de 
deuxième espèce (auparavant Lauricella avait ramené directement 
le même problème à une équation de Fredholm de structure différente 
sans avoir recours à une application conforme). 

Il est naturel que les approches proposées pour l'établissement 
des équations intégrales singulières des problèmes spatiaux aïent 
pu être appliquées aux problèmes plans, ce qui conduisit en définitive 
aux équations intégrales singulières unidimensionnelles correspon- 
dantes. Notons également que les équations intégrales singulières 
se construisent sans difficultés pour les problèmes dans lesquels on 
donne les conditions aux limites mixtes et dans le cas où les corps 
présentent des coupures curvilignes de configuration quelconque. 

Outre les études citées, on poursuit à l'heure actuelle l'étude de 
classes spéciales de problèmes tridimensionnels de la théorie de l’élas- 
ticité fondée d’ailleurs sur les applications des équations intégrales 
sous telle ou telle forme. Par exemple, on ne peut laisser en dehors 
de la présente étude un nombre important de travaux dans lesquels, 
à l’aide d'une superposition des états plans de contrainte, on ramène 
les problèmes à symétrie axiale de l'élasticité à des équations inté- 
grales régulières et singulières; pour cela on utilise simultanément 
la théorie générale et des aspects très spécialisés de la théorie des 
fonctions analytiques. Plus tard, cette méthode a permis de passer à 
l'étude des problèmes concernant les corps de révolution soumis à 
des contraintes autres que celles à symétrie axiale. Pour certains 
problèmes relatifs aux corps de révolution soumis à des charges 
spéciales on a réussi à obtenir une solution explicite (en quadratures). 
On a étudié dernièrement de vastes classes de corps obtenus précisé- 
ment par déplacement d’un contour fermé. Il faut enfin remarquer 
que l’approche, dont nous avons débattue et que nous avons bâtie 
sur la base d’une conception physique claire et bien fondée, doit 
présenter de par sa nature même des perspectives intéressantes. 

Parallèlement à ce que nous avons exposé, il existe d’autres 
variantes, toutes aussi curieuses, développées par G. Polozhij, con- 
sistant à utiliser, dans les mêmes problèmes à symétrie axiale, les 
fonctions de la variable complexe. Les procédés qu’il emploie pour 
les réduire à des équations de Fredholm revêtent un caractère pure- 
ment mathématique et sont fondées sur l’utilisation de certaines 
classes de fonctions analytiques généralisées ; leurs propriétés ont 
été étudiées en détail par l’auteur. 

Signalons également les travaux dans lesquels les équations inté- 
grales du problème à symétrie axiale sont construites sur la base des 
équations intégrales spécialement adaptées du problème général 
(spatial), et également à l’aide de potentiels spéciaux à symétrie 
axiale. 

Les faits et les trouvailles que nous avons exposés ont été ras- 
semblés au prix d'un travail intense et systématiquement analysés 


46 SUR L'INTRODUCTION DES MÉTHODES DES ÉQUATIONS INTÉGRALES 


pour en extraire une synthèse globale; ils constituent un facteur 
d’une importance croissante. Cela va, d’une part, favoriser le dévelop- 
pement constant des algorithmes de calcul et, d’autre part, contri- 
buer activement à l’évolution des possibilités des ordinateurs. 

Dans cet ouvrage, les auteurs ont exposé aussi bien les problèmes 
liés à la théorie générale des équations intégrales régulières et sin- 
gulières que la théorie correspondante des méthodes approchées de 
leur résolution ; ils ont ensuite passé à l'étude des équations intégra- 
les des problèmes plan et spacial de l’élasticité et ont terminé leur 
étude par une analyse de diverses méthodes de calcul. 

Les auteurs pensent qu'ils ont agi avec sagesse et clairvoyance 
en proposant un exposé volontairement simpliste de la matière 
(concernant principalement la théorie des équations intégrales sin- 
gulières bidimensionnelles et ses applications); par ailleurs ils se 
sont appliqués à exposer les matières de façon claire et nette et ont 
fait preuve d'une extrème vigilance pour éviter que des éléments 
de vulgarisation ne s’y manifestent par hasard. Ce style d’exposé a 
été adopté dans le but avoué de rendre le livre accessible au cercle de 
représentants de la pensée technique le plus large possible et, par 
là même, de favoriser la diffusion de la méthode du potentiel la plus 
grande possible. Cela ne manquera pas de se faire sentir sur l'échelle 
de divulgation de la théorie classique de l’élasticité dans les domaines 
appliqués. Nous pouvons recommander aux lecteurs qui, après avoir 
étudié le présent ouvrage. auraient ressenti un intérêt pour l'objet 
de son exposé et souhaiteraient élargir et approfondir leurs connais- 
sances en ce domaine, les monographies de F. Gakhov. V. Kupradze, 
S. Mikhline, N. Muskhelishvili. 4. Tikhonov et V. Arsenine, pré- 
sentant chacune un apport particulier. 

En suivant rigoureusement la ligne d'action qu'ils se sont fixée 
et que l’on ressent tout au long de l’exposé, les auteurs montrent 
constamment et fermement les avantages d'une utilisation ration- 
nelle des méthodes de calcul numériques à la résolution des équations 
intégrales de l’élasticité pour un assez grand nombre de problèmes. 
Cela apparaît clairement dans le choix de la matière de l'ouvrage, 
qui est méticuleux et orienté de manière manifeste et qui est entière- 
ment consacré à l’exposé détaillé d’un cycle de problèmes classiques 
de la théorie de l’élasticité ; ces derniers s'avèrent être tout à fait 
conformes et favorisent la démonstration de l'efficacité de l’analyse 
numérique (en faisant évidemment appel à l’ordinateur). D'ailleurs, 
on effectue le choix de la matière à partir d’un arsenal considérable 
de problèmes et d’approches proposées à leur solution, en un mot de 
tout ce dont dispose la thsorie de l’élasticité mathématique moderne. 

Il convient de souligner l'importance des travaux originaux des 
auteurs représentés dans cet ouvrage. Le recours direct à la repré- 
sentation régulière des intégrales singulières permettant maintenant 
d'utiliser sans peine les formules d'intégration établies pour les 
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intégrales impropres a une grande importance ; les méthodes proposées 
pour la résolution pratique d’une classe spéciale d'équations inté- 
grales par factorisation approchée dûment réalisée attirent également 
attention. La méthode de résolution des équations intégrales des 
problèmes spatiaux par approximations successives (étant donné 
les avantages évidents obtenus avec l'ordinateur) est vigoureusement 
défendue dans l'ouvrage. On a établi que le processus d'itération est 
toujours convergent (en principe). Cependant on a démontré que 
l'erreur du schéma de calcul (introduite par une valeur propre) peut 
en fait conduire à la divergence de l’algorithme. Pour éliminer ce 
genre d'inconvénient, on propose (autant que je sache pour la pre- 
mière fois) d'introduire dans le second membre à chaque itération 
une petite grandeur supplémentaire appropriée, exprimée de manière 
adéquate au moyen des fonctions fondamentales connues de l’équa- 
tions associée. Au premier abord cette opération paraît simple, cepen- 
dant on n'y est parvenu qu'après de nombreuses tentatives et de 
longues méditations, comme cela se produit généralement dans 
pareils cas. 

Nous avons toutes les raisons de supposer que la publication de 
ce livre sera accueillie avec intérêt et trouvera un écho favorable. 
Grâce à l'accessibilité de l’exposé le lecteur pourra s'initier rapide- 
ment aux problèmes abordés. De plus et c’est l'essentiel, le livre 
sera un manuel précieux pour les jeunes travailleurs scientifiques 
(y compris ceux qui s'occupent activement des problèmes d'applica- 
tion) sur la voie difficile d’une assimilation critique et de la maîtrise 
des différents algorithmes de calcul. Cette tâche ne serait être ajour- 
née, faute d: quoi l’emploi correct de ces algorithmes et leur dévelop- 
pement ultérieur sont impossibles. Tout ce que nous jugions indis- 
pensable de noter à propos des particularités de ce livre justifie sa 
publication. 

Nous terminerons notre exposé par la remarque suivante qui 
nous semble d'une actualité brülante. Le progrès scientifique et 
technique, auquel nous avons eu la chance d'assister, embrasse 
presque toutes les branches de la science et de ses applications. La 
nécessité de suivre son temps augmente de beaucoup le sentiment 
de responsabilité qu’éprouve chaque travailleur scientifique. Tout 
chercheur dans le domaine de la théorie mathématique de l'élasticité 
et surtout dans la physique mathématique doit dans ces conditions 
soumettre à un examen critique ses propres résultats, porter ses 
efforts sur les aspects de ses recherches qui ont encore grandement 
besoin d’être poussés, en rejeter courageusement et sans la moindre 
hésitation la partie qui a perdu de son efficacité et ne supporte plus 
la comparaison avec les travaux nouvellement parus. Rares sont 
ceux qui parviennent à accomplir cette révision sans douleur. Cela 
s'accompagne de doutes pénibles et de longues méditations. La 
question n'est pas, bien entendu, dans la difficulté de surmonter un 
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amour-propre mal placé ; elle tient à d’autres raisons plus importan- 
tes et fort compréhensibles. En effet, la question abordée, aussi 
pénible qu'elle soit, est parfois effectivement inséparable d’une 
évaluation globale de l’activité du chercheur. Même posée de façon 
moins radicale, cette question n’en devient pas pour cela plus simple. 
En effet, d’un point de vue psychologique, il est très difficile de 
renoncer aux résultats partiels sur lesquels on a peiné pendant une 
période plus ou moins longue et sur lesquels on a dépensé beaucoup 
d'efforts. Quoiqu'il en soit, le chercheur doit suivre son temps et 
trouver en lui la force d'accomplir le nécessaire, en faisant abstraction 
des penchants et des inclinations enracinés, dont, semble-t-il, on ne 
saurait se libérer. La dialectique de la vie est inexorable. 

Entre autres, il ne faut pas prendre de retard, ni attendre que 
quelqu'un d’autre, de <a propre initiative, commence à soumettre à 
un examen critique les travaux et théories qui en ont besoin. De 
toute évidence, il ne pourra le faire avec tout le soin et la compétence 
indispensables dans des circonstances aussi délicates, il n’est pas 
exclu non plus qu’un zèle intempestif dans l’accomplissement de 
cette mission librement consentie diminue involontairement l’aspect 
positif de ces travaux. 

A cette occasion, la question se pose d'elle-même de savoir dans 
quelle mesure les états d'âme pessimistes et la déception engendrés 
par la situation actuelle sont fondés. A notre avis, en règle générale, 
il n’y a pour cela aucune raison sérieuse. Bien entendu, rares sont 
ceux qui pourraient se vanter d'être assaillis par une profusion d'idées 
nouvelles. Ce privilège est réservé aux enfants gâtés de la fortune, 
aux dons exceptionnels. De toute façon, de bonnes idées viennent 
aussi aux chercheurs qui travaillent constamment et assidûment 
et s’adonnent avec abnégation à leur tâche. Et ils sont une majorité 
écrasante. L'’intuition ressentie un jour, développée par la suite et 
formulée clairement, laisse presque toujours son empreinte, elle 
contribue avec d’autres à l’ensemble des résultats partiels et des 
connaissances accumulées qui préparent le terrain à un progrès 
qualitatif décisif et longtemps attendu. 

Tout ce qui a été créé dans le passé et le présent survivra dans 
une certaine mesure (peut-être sous une forme modifiée). Les fils 
du passé se rompent rarement, ils s'étendent presque toujours vers 
l'avenir. L’immutabilité de ce principe est claire en soi, elle est 
habituellement confirmée par le développement des idées scienti- 
fiques. C’est précisément là que chacun de nous doit trouver une 
satisfaction et un stimulant moral pour son propre travail. 


D. Sherman 


NOTATIONS 


En caractères gras sont désignés les matrices, les vecteurs et les 


opérateurs. 


À, L 
pe. SR À, u 
2 tt 


Tn(p) 
n(p) 


T'(p, q) 
T2 (p, q) 


2 (p, q) 
F, (p, q) 


v (q) (1 (q); P2 (q), Pa (9)) 


W (p)=W (p, q) 
F(a, W) 


coefficients de Lamé 
module d’élasticité 


coefficient de Poisson 


domaine (tridimensionnel ou plan) 
surface 

contour 

point d’un domaine (tridimensionnel 
ou plan) 

point d'un domaine (plan) 

points d'une surface 

points d’un contour 

normale unité à une surface, d'’or- 
dinaire extérieure (si la surface est 
fermée) 

opérateur des contraintes 

opérateur 

matrice de Kelvin-Somigliana (noyau 
d’un potentiel de couche simple) 
matrice (noyau d’un potentiel de 
couche double de première espèce) 


matrice (noyau d’un potentiel de 
couche double de deuxième espèce) 
matrice (résultat de l’application de 
l'opérateur des contraintes à la 
matrice  T(p, q); ip, q)= 
= T(p)T (p, q) 

densité des potentiels 

écriture symbolique d'un potentiel 
de couche simple de densité 
écriture symbolique d’un potentiel 
de couche double de densité 
caractéristique d’une intégrale sin- 
gulière 
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O(q, À) symbole d'opérateur singulier 

K, K, À écriture commune des opérateurs 

z = (6) fonction d'application conforme 

P, (x) polynôme de Legendre de degré n 
P@ (x) polynôme de Jacobi de degré n 

K (x, y), Li(g, q'), L2(q, qg') noyaux des équations intégrales 

T' (x, y, À) résolvante d'une équation intégrale 


Problème tridimensionnel 


Zi, Lo, TZa Yi, Yo, Ya Coordonnées cartésiennes 
Ci composantes du tenseur des contraintes 
U (U4, U2, U3) vecteur des déplacements 


E;) composantes du tenseur des déformations 
Problème bidimensionnel 
LT: V2 coordonnées cartésiennes 


Oxs Oyr Oss Txys Vxzs Ty:  COMpOSantes du tenseur des contraintes 
U, VU, W composantes du vecteur des déplacements 


CHAPITRE PREMIER 


ÉLÉMENTS DE THÉORIE DES ÉQUATIONS 
INTÉGRALES UNIDIMENSIONNELLES ET 
MULTIDIMENSIONNELLES 


$ 1. Théorie analytique de la résolvante 


Considérons une équation intégrale de Fredholm de deuxième 
espèce. Pour plus de simplicité limitons-nous au cas d’une dimension : 


b 
pa = | K(z,y)p(y)dy+F(x). (1.1) 


Supposons le noyau Æ (x, y) une fonction intégrable par rapport 
aäzety(a<zr<b,a< y< b}et recherchons la solution de l’équa- 
tion (1.1) sous forme d’une série 


P (x) = Po (2) + Am (x) + Ms (2) +... (1.2) 


Si la série est uniformément convergente pour certaines valeurs 
du paramètre À, nous pouvons la porter dans l'équation (1.1) et, 
égalant les coefficients des mêmes puissances de À, obtenir les rela- 
tions de récurrence 


d 
Pi jt y)qialu)du (=1,2,...), . 
Po(z)= F (x). 


Supposons que le noyau XÆ (zx, y) et la fonction F (x) sont bornés 
(| X (x, y) |< A, |F (x) | << M). Il découle alors des relations 
(1.3) que la solution recherchée (1.2) est majorée par la série 


M D |A |"(b—a)}" A7. 
n=0 


Donc la série (1.2) sera convergente à condition que 


| 
lA<T—. (1.4) 
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Compte tenu des relations (1.3) on obtient une autre représentation 
de la série (1.2): 


b b 
p(z)=F(2)+A {À Riz, 9) F(u) dy + à | Ka(a, 1) F(u) du +). 
(1.5) 


Les noyaux À, (x, y) sont liés entre eux par les relations 


b 
ns y)= (K( D Kia pdt (n=2,3,...), 


K1(z,y)=K(z, y). (1.6) 
En vertu de la même condition (1.4) la série 
Ka (2, y) + AK (x, y) + MAa(x, y) +... (1.7) 


converge. 

Aussi pouvons-nous intervertir l'ordre d'intégration et de som- 
mation dans la représentation (1.5). Introduisons pour la série (1.7) 
Ja notation FL (x, y, À). Cette fonction T (x, y, À) est appelée résolvante 
de l'équation (1.1). La représentation cherchée de la solution de l'équa- 
tion (1.1) est de la forme 


! 


b 


p(a)= F(z)+A | De, y, à) F (u) du. (1.8) 


a 


De sorte que, la résolvante étant connue, on obtient d'emblée 
la solution de l’équation proposée à second membre arbitraire (pour 
un À suffisamment petit). 

Remarquons que si pour la convergence des séries obtenues l'iné- 
galité (1.4) était exigée, pour la construction des coefficients eux- 
mêmes seule l’intégrabilité du noyau X (x, y) est nécessaire. 

Exprimant alors tous les coefficients X, (x, y) par le noyau 
K (zx, y) de l'équation proposée on obtient aisément les égalités sui- 
vantes : 


b b b 
kr n= (|... [KG t)K (Es tee). 


n—i 


… Kw v)dtidts... dtun, (1.9) 


b 
Kp+a(z, v)= | KL (x, t) Kat, y) dt. (4.10) 
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Pour le cas particulier (p—n—1,q=—1) nous obtenons 


b 
Ka(z,u)= | Ka(z t) K (4 y) dt (nm—2,3,...) (1141) 


Revenons à la représentation de la résolvante (1.7) supposant À 
suffisamment petit, et considérons la suite d'’égalités 


T(xr, y, A)=Ki(z, y) +AK:(z, y) +VK3(x, y)+...— 
b b 
= K(z, y)+à | Ke, 1) Ai(e, y) dt + [Az 1) Ke, ydt+ = 
b 


= Ka, )+A | Ka DURE v) + ARE v) +... lt: 


«a 


b 
= K(z,y)+A | K(z,t)T(t,v,A)dt. (1.12) 


a 


On peut considérer cette relation comme une équation fonctionnelle 
de la résolvante. Par ailleurs, partant de la formule (1.11) on peut 
obtenir une autre équation fonctionnelle de la résolvante 


d 
l'{z,y,A)=K(z,y)+A | K(t,y)T(z,t,A)dt. (1.13) 


a 


Notons que sous la condition (1.4) la résolvante est une fonction 
analytique du paramètre À dans le cercle |X| <= 


avons défini plus haut la résolvante pour cette contrainte précisément. 
Les relations (1.12) et (1.13), elles, permettent de déterminer la 
résolvante dans tout le plan de la variable complexe, exception faite 
de quelques valeurs seulement. 

Supposons que dans le carré a zx, y < b existe la fonction 
T (x, y, À) définie pour une valeur déterminée de À et vérifiant les 
relations (1.12) et (1.13). Montrons que dans ce cas l’équation (1.1) 
admet une solution, qui se représente sous la forme (1.8). Multiplions 
les deux membres de l'équation (1.1) par AT (x, y, À) et intégrons par 
rapport à z. Transformant l'expression obtenue à l’aide de la relation 
(1.13) nous parvenons à l'égalité 


. Nous 


b b 
À Ÿ F(2)T (y, 2, à) de —2 À K(e, y) o(u) dy =0 


24 ÊLÉMENTS DE THÉORIE DES ÉQUATIONS INTÉGRALES [CH. I! 


qui, compte tenu de (1.1), conduit à la représentation demandée : 
b 
pG)=A | Du, x, À) F(a)dr+ F (y). 


Reste à montrer que la fonction représentée par l'expression 
(1.8) est la solution de l’équation (1.1). En effet, portant (1.8) dans 
l’équation (1.1) nous aboutissons à une identité (compte tenu naturel- 
lement de la relation (1.12)). 

Démontrons ensuite que la résolvante représente le rapport de 
deux fonctions entières, analytiques sur tout le plan de la variable 
complexe À. Considérons le déterminant 


x (Fe Lo, | = 
UE Us -.., Un 
K(zi,y1) Ki, y2) ... K(zx:,y,) 
—|ÆK(zzys) K(te yr) -.. K(x2, Yn) . (14.14 


K (zh, ya) K (zh, Ya) … K (Zn: Un) 


En vertu du théorème d'Hadamard (cf. E. Goursat *{1j*)) nous 
obtenons l'estimation suivante ** : 


Ti D, 37 
K( ne ) < nn/2A7, (4.15) 
Uas Vas cs Yn 
la somme des carrés des éléments de chacune des lignes étant infé- 
rieure à 24°. 
Formons la fonction 


b b b 
D(1)=1—+ k(ñ)a+sT(x( fs) di dt —… 


Lis LPS ... 


b 
: | K(" his “) dtudt... dtn+...— 


À 12 a" | 
=1—ct+src—...+(—1) AT Te... (1.16) 


*) La bibliographie est répartie en deux listes: une liste d'auteurs russes 

et l’autre d'auteurs étrangers. L'astérisque renvoie à la liste des auteurs étrangers. 
**) Si, dans un déterminant d'ordre n, sont données les sommes des carrés 

des éléments de ses lignes, alors le déterminant lui-même sera inférieur à la ra- 


cine carrée du produit de ces sommes. 
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En utilisant l'inégalité (1.15) nous obtenons une estimation pour 
chaque terme de la série (1.16) d’où il ressort que cette série converge 
pour toutes les valeurs de À et représente une fonction entière appelée 
déterminant de Fredholm du noyau K (zx, y). 


Introduisons une nouvelle fonction D (? | À) posant 


T (x, y, a "ut s (1.17) 


D (À) 
On obtient alors des relations (1.12) pour déterminer la fonction 
z je . 
D(5|à) l'équation 
: t 
à) =2 { K(z,9D(; 1) dt+D(A)K(z, y). (1.18) 


a 


D(, 


Nous rechercherons la solution de cette équation sous la forme 
d’une série suivant les puissances de À, écrivant pour des raisons de 


commodité la fonction D(;|à) sous la forme: 


D (|A )= az v)—+$ que p)— + (AN À an (D) + 
(1.19) 


Portons ensuite les séries (1.16) et (1.17) (compte tenu de (1.19)) 
dans l’équation (1.18) et égalons les coefficients des mêmes puissances 


de À 
Go (Z; y) = à (x, y), (1.20) 


Qn (& V)=cnK(z, v)—(— 1" in K(a Dans, yat. (1.21) 


Ces égalités permettent de calculer successivement tous les coeffi- 
cients qn (x, y). On peut obtenir en outre l'expression générale des 
coefficients q, (x, y) si l’on prend en considération la fonction 
Lh (x, y): 

n (a 1 
L, (x, n= {fx dt dt, .… dt, 

2 PA y; Li, ... in 


Va, mm” 
n 


(n=1, 2,...). (1.22) 


Il est évident que L, (x, y) = X (x, y). On peut montrer également 
par un calcul direct la validité de l’égalité L, (x, y) = q, (x, y) et 
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démontrer qu'en général 
Lu(z D =qma y) (n—2,3,...) (1.23) 
Montrons tout d'abord que les fonctions L, (x, y) vérifient la relation 


coïncidant avec (1.21): 
b 


La (x, D=cuk (z, y)—(—1)in | K(z, t) Lait, y)dt. (1.24) 


D'ici et de l'égalité des fonctions L, et go, Li et g, découle (1.23). 


Ti) Lo, . 7 Th 


) ne fait que 
. Us Ua Po Un 
changer de signe quand on transpose deux éléments x, ou deux 


L, Li, ..., . . t 
sulvan 
y; Li, 7 la 


les éléments de la première ligne tout en tenant compte de 
cette remarque : 


x( br. =) - ki" bo, 4 
mn 

tt ot 
—K (a, 4) K(* s "|. x (e, 4) & (} : "). 


y; Le; “sn Li, Lo, se.) y 


Intégrant les deux membres de cette relation par rapport à toutes 
les variables ft; et réalisant dans chaque terme une transposition 
adéquate des notations *) nous aboutissons à la relation recherchée 
(1.24). Faisant de nouveau appel au théorème d'Hadamard nous 
obtenons l'estimation 


| 
lan Ce, DIS (+1) EE MH (b— a)", 


Remarquons que l'expression X ( 


éléments y,. Développons le déterminant K 


d'où il ressort que la série (1.19) représente une fonction entière. 

Ainsi on a démontré que la résolvante est une fonction méro- 
morphe de la variable complexe. Puisque la résolvante T (x, y, À) 
existe pour des À suffisamment petits (l'inégalité (1.4)) et qu'elle 
est méromorphe dans tout le plan de À, il résulte donc du théorème 
généralisé de Liouville que la résolvante existe pour tout À (exception 
faite des valeurs pour lesquelles D (À) = 0). Par conséquent l’équa- 
tion de Fredholm (1.1) est résoluble de façon univoque pour tout À 
différent des zéros du déterminant D (À). 

Limitons-nous aux valeurs de À (À = À,) qui annulent le déter- 
minant de Fredholm et sont appelées valeurs propres de l'équation 


*) t;et t, sont changés de place dans le i-ième terme. 
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intégrale. Le déterminant D (À) étant une fonction entière, seul un 
nombre fini de valeurs propres peut être compris dans une partie 
limitée du plan de À. Il peut arriver que ce même nombre À, annule 


Ja fonction D(° À) aussi (pour n'importe quelles valeurs de x et y). 


Montrons que la multiplicité de la racine au numérateur sera malgré 
tout inférieure à sa multiplicité au dénominateur. Soient les repré- 
sentations 


D()=(A— 20)" Do (à); Do (do) # 0. 


h)-ewnfh)  “? 


LR x L4 Ld Ld Ld e bd LI e 
où D, ja) est une série développée suivant les puissances positi- 


ves de À, dont le terme constant en À est différent de zéro pour cer- 
taines valeurs de x et y. Il est évident que D” (À) admet au point À, 
un zéro d'ordre À — 1. 

Posons dans les premier et second membres de la formule (1.19) 
y = x et intégrons par rapport à zx: 


b 


{p(ila) = [KG Ddz+ y fre x) dr = 


a ni 
b 
n À? T, Li, ER RE lt, 
a+ 3 (1 x | | jf Li, las +...) ) 
n+i 
x dts .… dt,dr=ci+ D (—1) cui —D'(1). (1.26) 
n=1 


Dans le cas considéré cette équation peut s’écrire sous une 
autre forme: 


D'(à)= —(à— A)! Do (© 1)dz. (1.27) 


Il peut arriver que l'intégration fasse apparaître encore une 
puissance du facteur (À — À,), d’où il découle 4 — 1 > Z et donc 
k > L. Ainsi les pôles de la résolvante doivent coïncider nécessaire- 
ment avec les zéros du déterminant de Fredholm. 
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Supposons que À, est un pôle de multiplicité r de la résolvante. 
On a alors le développement *) 


LT 
: (? x) _ Gr(r. y) | G-ru (x, y) + a_1 (x, y) Fe 
D (à) (À — ho)” (À — Ag)? DE À— 


+3 ais y) (A—A). (128) 


i=0 


Portons la série (1.28) dans l'équation fonctionnelle (1.12) et 
multiplions-la successivement par les facteurs (À — À,)" (n = 7r, 


r — 1,...) et soit ensuite À = À,. On obtient alors les relations 
b 
a, (x, y)= ho | Az, t)a.,(t, y) dy) dt, (1.29) 


b 
dre (r, D) RE ER À K(z Dau(t vdt (1.30) 


et ainsi de suite. [1 découle de la relation (1.29) que le coefficient 
a_, (x, y) comme fonction de x pour une valeur arbitraire fixée de y 
(considéré comme paramètre) représente la solution de l'équation 
homogène 


b 
P(a)= 0 | K(z, y) o (y) dy. 


Les solutions non triviales de l'équation homogène sont appelées 
fonctions propres (ou zéros) correspondant à la valeur propre À. 

Répétant les raisonnements précédents pour l'équation (1.13) 
nous obtenons des relations analogues à (1.29) et (1.30). En particu- 
lier, le éoefficient «_, (x, y) comme fonction de y pour une valeur 
fixée de x s'avère fonction propre de l’équation homogène 


b 
V(z)= A | K(u, x) + (y) dy, (1.34) 


appelée associée (ou transposée) de l'équation (1.1). 

Pour édifier une théorie exhaustive il faut étudier en outre la 
question de la résolubilité des équations intégrales dont le paramètre 
est une valeur propre. Comme il est aisé de voir, la résolvante de 
l'équation associée s'obtient de la résolvante de l'équation initiale 
par transposition des variables. Par conséquent les déterminants de 


*) Le paramètre À est omis dans les coefficients a, (x, y). 
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Fredholm des équations initiale et associée coïncident entre eux. 
Pour la même raison coïncident aussi les valeurs (nombres) propres. 

Démontrons que le nombre de fonctions propres correspondant à 
la même valeur À, est fini (on envisage les solutions linéairement 
indépendantes). Soient @°(z), q% (x), .-.., pm (x) des fonctions 
propres orthonormées correspondant au nombre À,. Considérons les 
équations auxquelles satisfont ces fonctions : 


ph) . 
= {EG net (1.32) 


Le second membre est évidemment le coefficient de Fourier de 
la fonction X (zx, y) (en tant que fonction de l’argument y) par rapport 
au système orthonormé de fonctions ®f (y). Il découle alors de 
l'inégalité de Bessel (m est le nombre de fonctions propres) que 


- pr? (2) ° 2 
2 3 <|x (z, y) dy. 


i=1 


Intégrant les deux membres de la dernière inégalité par rapport à 
x tout en tenant compte de ce que les fonctions propres sont normées, 
nous obtenons 
b b 
€ | | A°(e 1) dr dy < oo. 
a 


a 


Il découle de cette estimation que le nombre de fonctions propres 
est un nombre fini. 

Démontrons que le nombre de fonctions propres de l'équation 
initiale et de son associée (pour la même valeur propre naturellement) 
coïncident entre elles. Admettons qu’on a m fonctions propres ortho- 
normées œ? (x) de l'équation initiale et n fonctions de l'équation 
associée désignées par W* (r). Supposons que m < nr et considérons 
les deux équations associées 


[KG y—3 HG) lea, (4133) 


J=1 


b m 
va)=n [AU a-Z Huet ]vaa. (4139 
a j=i 


(x) — Ào 


Sy > 


Démontrons que l'équation (1.33) n’admet pas de fonctions pro- 
pres. Multiplions cette équation par l’une quelconque des fonctions 
d®(z) GE m) et intégrons par rapport à x. Intervertissant dans 
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l'intégrale double l’ordre d'intégration (les fonctions W% (x) étant 
orthonormées) on obtient l’égalité 


b 


| pj (x) @(z) dx = 0, (1.35) 


a 


vérifiée pour tout j < m. Par conséquent chaque solution de l’équa- 
tion (1.33) vérifie l’équation (1.1), lorsque le second membre de 
celle-ci est nul, donc est une fonction propre. Aussi cette solution 
doit-elle être représentée sous la forme d’une somme 
m 
p(x)=— À, cjpi (x). 

Multiplions les deux membres de cette égalité par une fonction 
quelconque œ* (x) et intégrons par rapport à zx: 


b m b 
fee) ot (a) dr= 3 y | of (x) pi(a) az. 


j=1 «a 


Il en découle que c, = 0, donc l’équation (1.33) n’a pas de fonctions 
propres. Une substitution directe montre que les fonctions W (x) 
(> m) sont solutions de l'équation (1.34). Les équations (1.33) 
et (1.34) sont associées et d’après ce qui a été démontré plus haut leurs 
valeurs propres doivent coïncider entre elles, or À, n’est pas valeur 
propre de l'équation (1.33), mais valeur propre de (1.34). Nous avons 
ainsi établi une contradiction. 

Passons maintenant concrètement à l’étude du problème de la 
résolubilité de l'équation intégrale (1.1). Considérons l'équation 


pa=hb|[kAG&yN-D (ae lendut+F(), (136) 
n j=1 


qui, en vertu de ce qui a été énoncé plus haut, est résoluble pour tout 
second membre. Agissant comme précédemment, autrement dit 
multipliant les premier et second membres par une fonction quel- 
conque 1, (x) et intégrant, nous parvenons à l'égalité 


b 


b 
À | dE (x) p(x) dr — | wa (x) F (x) dx. (1.37) 


a 


Si l’on exige que les conditions 
h 
| pi (x) F (x) dr = 0 (1.38) 
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soient remplies, alors l'équation (1.36) est simplement ramenée à 
l'équation initiale (4.1) (puisque sont vérifiées m égalités semblables) 
qui de la sorte se trouve ètre résoluble. Démontrons également que 
les conditions (1.38) sont nécessaires pour la résolubilité de l’équation 
(1.1). Pour cela multiplions (1.1) par une fonction quelconque * (x) 
et intégrons par rapport à x. Intervertissant ensuite dans l'intégrale 
double l'ordre d'intégration nous obtenons, après une simplification 
adéquate, les mêmes relations (1.38). 

Ainsi les conditions (1.38) sont nécessaires et suffisantes pour 
l'existence d’une solution de l'équation intégrale dont le parametre 
est une valeur propre. De telles équations ne peuvent avoir de solution 


m 
unique, elle se représente à une somme de la forme à c:@% (x) près. 
k=1 


Démontrons en conclusion les égalités que nous utiliserons par 
la suite. Soit À, une valeur propre et naturellement les conditions 
(1.38) sont vérifiées. On a alors les égalités 


CE _..) 


? It; 24.30 
[qu (x) di} (x) az = 0 Fe x "): 


a 


où 4 (x) sont les termes de la série (1.2). 
Montrons la validité de ces égalités pour la fonction ®, (x): 


b 


b b 
| Pa (x) Pi (x) dr = À | | F(y)K (x, y) Vi (x) dy dr — 


a 


= | F (y) 1? (y) dy. 


Le passage aux autres fonctions ®, (x) est évident et <e réalise par 
récurrence. 

Notons que les relations (1.29) et (1.30) et des relations analogues 
permettent d'établir le lien existant entre les coefficients a_, (x, y) 
(pour des valeurs négatives de l’indice) dans le développement de la 
résolvante au voisinage du pôle et les fonctions propres correspondan- 
tes de l’équation initiale et de son associée. Ecrivons l'expression 
définitive de la partie non régulière 


MAT 11 (x) Ÿr G) 4 ho [Pa (x) Vo (Y) + Pa (x) Ps (Y) +... + Pre1 (2) Pr GT. 
(À — Lo)” non (A — À): RE 


é À .….. 4 r 
+ etes Gr GI «er Er, (1.39) 
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où ®; (x) et W, (x) sont des systèmes de fonctions propres liées par les 
relations 


b b 
Âo | Ps(z)PR(z) dr — 6j», Ào | Ÿ (x) Pa (x) dr — On 


a 


b 
fol dr=0 (ej—1, j), 


) 
ho | q(a) az) dr =1 (k=j—1, j). 


Cette expression montre clairement la signification des con- 
ditions (1.38) de résolubilité de l'équation intégrale à paramètre 
égal à une valeur propre. En effet, faisons appel à la représentation 
de la solution au moyen de la résolvante (1.8). Il découle des con- 
ditions d’orthogonalité que la solution est une fonction analytique 
du paramètre À. C'est pourquoi dans le cas où À, est le plus petit 
(en module) pôle de la résolvante, la solution peut être obtenue 
directement par la méthode des approximations successives. 

Plus haut, supposant le noyau de l'équation intégrale borné, 
on déterminait à l’aide d'’estimations assez grossières une valeur 
suffisamment petite de À pour laquelle la représentation de la solu- 
tion sous forme de série s’avérait convergente, condition nécessaire 
pour l’élaboration ultérieure de la théorie exhaustive. Il est toutefois 
possible d'étendre la théorie de la résolvante à des équations inté- 
grales avec des contraintes moins fortes sur les noyaux. Supposons que 
le noyau ait une singularité faible. Transformons l’équation (1.1) 
substituant dans son second membre la fonction œ (y) par sa repré- 
sentation intégrale découlant de l’équation même : 


p(z)=F(z)+ 


Q ——) ©œ 


K2(x, y) p (y) dy +A À K(z, y)F(y)dy. (1.40) 


b 
F (x) et | K (zx, y) F (y) dy étant les premiers termes du déve- 


loppement de la solution en série (1.2), nous concluons que la fonc- 
tion recherchée œ (x) vérifie également l'équation 


b 
pa) À Kite, y) 9 (y) dy + Po (a) + Ag (2). 
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On montre aisément que pour tout #7 entier on a la formule générale 
b 
qéa)=ar À A (z, y) p(y) dy+S, (x). (1.41) 


Sa (2) — Po (x) +9: (x) à 5 ss + A 1Pn-1 (x). 


Soit r un nombre tel que le noyau X, (x, y) est borné. On peut 
alors construire, dans le domaine de À suffisamment petits, la résol- 
vante de cette équation que l'on désigne par F, (x, y, À"). Il est évi- 
dent que toute solution de l'équation (1.1) vérifie l'équation (1.41). 
Démontrons la réciproque, c’est-à-dire que la solution de l'équation 
(1.41) vérifie l'équation (1.1). Posons 


d 
w(r)=p(r—2( K(zy)oG)dy—F(#, (142) 


où œ (x) est solution de l'équation (1.41). 

Montrons que cette fonction vérifie l’équation intégrale homogène 
(1.41) et par conséquent qu’elle est nulle (puisque par hypothèse À* 
est différent de la valeur propre). Obtenons tout d’abord la repré- 
sentation nécessaire pour l’intégrale: 


b 


b 
à ŸÆ (x, u) SG) du = à À K (x, 0) po (u) dy + 


b 
++ A7 ÜK (2, y) Qu (u) du = Snus (2) — Go (x) = 


b 
=5, (2)+2" | K(z,y) F(Wdy—F(z). (143) 


Transformons ensuite (1.42) portant dans le terme d'intégration 
l'égalité (1.41) compte tenu de (1.43). Faisons les transformations 
nécessaires : 

b 


o(z)=p(z)—2 | K(z, y) p(y) dy —F(2)= 


d b 
=p)—P(—A (Ka u) {a | KG, De at+s, (y)}d= 


b 
= p(a)— Sn (2) — A" | K, (2, y) F (y) dy — 


8=0340 
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b b 
a (ot Î Ki, 9 K (x y) dy = 


b 


b 
= À" | KA (x, y) (y) dy — 2" | KA (x, y) F (y) dy — 
b ) 


— a | pt | K, (x, 1) K (, 9 dy at = 
b b 
= (ki (a y) {o(W)—F (2 TK, Dpt at}ay= 


b 
=)" | K(z.y)o(y)dy. (1.44) 


Dans la dernière égalité il est tenu compte de la relation découlant 
de (1.10), soit 


bd b 
À Km (su) Kh (us t) dy= | Km (us t) Ka (2, y) du. 


Etablissons le lien existant entre les résolvantes des équations 
(1.1) et (4.41). Soit T, (x, y, À”) la résolvante du noyau itéré X, (zx, y): 
T, (x, y, À) = Ka (x, y) + Akon (x, y) + 

+. HP TIK nn (x, y) +... (1.45) 

Il est évident que cette fonction se laisse exprimer à l’aide de 
T (x, y, À). Pour nous est d’un grand intérêt au contraire la repré- 
sentation de la résolvante T° (x, y, À) à l’aide de F, (x, y, À"). On a 
l'égalité évidente 
b 
| K,(z, t)P,t,uy, A")dt=K 4; (x, Y)H AK ont; (2, Y)+... (1.46) 

Regroupant les termes dans la formule (1.12) on obtient 


l'(z,y, A)=K (x, y)+AK:(z, y)+... HACK, (2x, y) + 


b 
HA, (2, y, A7) +47 | K(z,t)l,(t, y, A7) dt+ 


bd 
+... ae | Kiu(z 6) Ta (6, y, A) dt. 
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J1 découle de cette égalité que dans un voisinage suffisamment petit 

de À la représentation de la résolvante est une série convergente. 

Il découle alors du fait que la résolvante est méromorphe qu'elle 

existe partout à l’exclusion des zéros du déterminant de Fredholm. 
La théorie énoncée plus haut s’étend aussi au cas des noyaux de 

la forme 

H (x. y) 


Fe 


K (z; y) = 
(r—c 
où la fonction H (x, y) est bornée et & << 1. À la différence du cas 
étudié ci-dessus il est impossible d'obtenir un noyau borné par un 
nombre fini d'itérations. 
Considérons la suite des fonctions }{( (x, y) obtenues par la 
formule de récurrence : 


b 
(n=1) 
HV (z, y) = mme rer ou, (n=1,2,...), 


H1(xz, y)=H (x, y). 
On montre aisément que l'inégalité |H‘®]<< M"h"-1 est vérifiée, 
(c—a) "+ (b—c)! 7 


où h — — 


et M—max]|AH (x, y)|. 
Définissons la fonction F (r, y, À) au moyen de l'expression 


l'(x, y, À)= (4 (z,Y)+AH® (x, y)+...Y (1.47) 
Le numérateur du second membre converge uniformément pour un À 
suffisamment petit (| À | << 1/(1/h)). On vérifie par substitution 
directe que la fonction définie conformément à (1.47) vérifie les 
équations (1.12) et (1.13), donc est résolvante. 

Les résultats énoncés sont obtenus par étude directe de l'équation 
intégrale. Cependant il est parfois plus rationnel pour l’examen des 
propriétés de la résolvante d’avoir recours aux équations différen- 
tielles initiales (si l'équation intégrale est apparue au cours de la 
résolution du problème aux limites). Pareille combinaison a permis 
par exemple une analyse exhaustive des équations intégrales de la 
théorie du potentiel (cf. N. Gunter [1]). Plus loin aux $$ 29, 31 c'est 
justement de cette façon qu'on étudie les équations intégrales du 
problème spatial de la théorie de l'élasticité. 


$ 2. Intégrale de type Cauchy 


Désignons par L un contour fermé différentiable pris sur le plan 
de la variable complexe z. Le domaine intérieur limité par le contour 
L sera désigné par D*, le domaine extérieur par D-. Soit f (x) la 


39 
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valeur limite sur le contour ZL d’une fonction analytique à l'intérieur 
ou à l'extérieur du contour. On supposera tout d'abord que la fonction 
f (tx) est continue. I1 découle alors du théorème de Cauchy que l’in- 
tégrale 

17 \ SALES (2.1) 


27i T— 2 


appelée intégrale de Cauchy, sera dans le premier cas égale à la fonc- 
tion analytique spécifiée quand z € D* et s’annulera quand : € D-, 
zé L. Dans le second cas l’intégrale de Cauchy est nulle quand 
z E D* et redonnera la valeur de la fonction avec un signe inverse 
quand z € D- (si dans l'infini elle s’annule) *). 

Abandonnons maintenant l'hypothèse suivant laquelle la fonc- 
tion continue (la densité de l'intégrale) est la valeur limite (de l’in- 
térieur ou de l’extérieur) d’une fonction analytique. Dans ce cas 
l'intégrale (2.1) est analogue à celle de Cauchy; nous dirons que 
c'est une intégrale de type Cauchy. Montrons que l'intégrale de type 
Cauchy représente certaines fonctions analytiques dans les domaines 
D* et D” qu'on note respectivement D*+ (2) et D (2). Les fonctions 
ainsi construites peuvent être considérées comme une seule fonction 
analytique par tranches © (2). 

Formons la différence ® (z + Az) — © (2), les points z + Azet z 
appartenant simultanément à D* ou D-. Considérons la différence 
D (2+ Az) —O (2) | FO y — 


Az 


(T—2)° 
= [eee 


Le noyau — étant analytique par rapport à z (quand zé L), 


l'expression dans le crochet peut être rendue aussi petite que l’on 
veut pour un Az suffisamment petit. Passant à la limite on se con- 
vainc de l'existence de la limite de O (z + Az) — © (:)/Az égale à 
la dérivée de la fonction ® (z). De la différentiabilité de la fonction 
de variable complexe découle, comme on le sait, son analyticité. 

On peut faire l’étude des intégrales de type Cauchy tout en suppo- 
sant les fonctions f (t) appartenir à telles ou autres classes. Limitons- 
nous au cas où la densité des intégrales de type Cauchy appartient à 
Ja classe de Hôlder-Lipschitz **). Leur module de continuité w (6) 


*) Le parcours est effectué partout dans le sens inverse des aiguilles d’une 


montre. 
++) Classe H-L dans ce qui suit. 
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est une fonction exponentielle 
w (6) = sup |f(T:) —/(T) ISA IT - 0h, 
Ô — [t,. —T | (4>0, O<Af). 


La possibilité d'élaborer dans ce cas une théorie mathématique 
exhaustive, ainsi que de décrire toute une série de problèmes d'’ap- 
plication de physique mathématique est la raison du choix d'une 
telle classe de fonctions. Il est évident que la somme. le produit 
et le rapport (si le dénominateur est différent 
de zéro) de deux fonctions de classe H-L 
d’exposants À,, À, respectivement appartiennent 
également à la classe H-L d’exposant À = 
— min |À,,À, |. Remarquons que les fonctions 
différentiables sont de classe H-L avec À = 1. 
L'appartenance d'une fonction à la classe H-L 
est une propriété locale. Elle peut être vérifiée 
dans le voisinage d'un point du contour et ne 
pas l'être dans le voisinage d’un autre point. 
Nous ne considérerons dans ce qui suit que les 
fonctions qui sur tout le contour appartien- 
nent à la classe H-L. Nous mentionnerons 
spécialement les cas où cette condition n'est 
pas remplie en quelques points du contour. Fig. 1. Disposition des 
Le fait qu'une fonction q (t) appartient à la  hoints sur le contour 
classe H-L sera noté de la manière suivante: d'intégration. 
p(t)EH(A,À)oug(t) € H. 

Lors de la définition de l’intégrale de type Cauchy nous avons 
admis que le point z € L. Considérons à présent l'intégrale 


| Par (EL). (2.2) 

L 
L'intégrale (2.2) n'existe pas dans le sens commun (en tant qu'inté- 
grale impropre) puisque la singularité de l'expression sous le signe 
somme vaut l'unité. 

Définissons l'intégrale (2.2) de la manière suivante. Du point # 
comme centre menons un cercle de rayon suffisamment petit 6. 
Le choix de 6 est dicté par la condition impliquant que le cercle de 
rayon arbitraire p << Ô de centre au point t ait avec le contour L 
seulement deux points d’intersection. Désignons par t, et t, les points 
d'intersection du cercle de rayon ô avec la courbe ZL (dans le sens 
de parcours contraire au sens des aiguilles d’une montre) et par La 
le petit arc réunissant les points f, et £. (fig. 1). Dans l'intégrale 
7 | La (2.3) 


T— 
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l'expression sous le signe somme est bornée, de sorte que l’intégrale 
existe pour toute valeur ô (ô -£ 0). Si on passe à la limite en faisant 
tendre Ô vers zéro, la limite ainsi obtenue est appelée valeur singulière 
de l'intégrale de type Cauchy ou valeur principale au sens de Cauchy. 
Remarquons que la différence entre la valeur singulière de l’inté- 
grale et la valeur impropre réside dans le fait que dans le premier 
cas le rapport de la longueur des arcs (4,, t) et (£,, t) n’est pas arbitrai- 
re, mais doit tendre à la limite vers un. 
Considérons l'intégrale singulière la plus simple (œ (t) = 1): 


| dt 
2ni T—t 
L 


— lim | +=! Lim [ln (ét) — In (th — 0). 
— Lg 
Faisant tendre à vers zéro tout en tenant compte de ce que le contour 


L est différentiable, nous obtenons en définitive pour l'intégrale 
singulière considérée 


1 d 1 
=. (2.4) 
L 


Passons au cas général. Représentons l'intégrale singulière 
(2.2) sous la forme 


| 90 ge 1 OO gr4 Bi [ 
L 


T—t — T—t 


= 


1-90 dt Le +. (2.5) 


La première intégrale est impropre car ® ({) € H (4, À), la seconde, 
elle, a été considérée ci-dessus. 

Considérons maintenant les valeurs limites des fonctions D+ (2) 
et O- (z) quand les points z tendent vers les points t du contour Z 
(respectivement de l’intérieur et de l’extérieur), et désignons ces 
valeurs limites par D+ (t). Fixons sur le contour L un point £ et 
considérons l'intégrale 


be @)= | p(T)— (1) de (2.6) 


T—:2 
L 


Examinons cette fonction aux points z situés sur la droite coupant 
le contour L au point t. Démontrons l'existence des valeurs limites 
w? (£) et #3 (t) et de la valeur directe 1, (t). Formons la différence : 


4e (2) — we (é) = Gt HD TO dr. 
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Partageons le contour L en deux parties L — L; et L, (l'arc Ls 
est défini comme précédemment) et conformément à cela mettons 
l'intégrale sous la forme de la somme de deux intégrales : Z, étendue 
à l’arc L, et 7, étendue à l'arc ZL — L;:. Pour simplifier la démons- 
tration limitons-nous au cas où les points z tendent vers la limite 


Fig. 2. Disposition des points dans le plan et sur le contour d'intégration. 


suivant un chemin différent de la tangente. Dans ce cas l'angle © 

(fig. 2) est toujours plus grand qu'un certain angle w, > 0 et l'iné- 

galité suivante est évidente 
EL |< 


T— 


1 
sin (O7) 


— X. 
De la condition H-L découle l'estimation 


| (t)— (1) << Ara-1, r=[T—t|. 


T—!t 


Le contour ZL étant différentiable, il existe une certaine constante m 
dt 


supérieure à A | Utilisons les inégalités rapportées plus haut 
pour estimer l'intégrale Z,: 
[T—:| T—t 


pal &( LT] SEE La < 
La 


ô 

À 

Le Kim Ÿ =sjar m2 Am rs ar 24m 
Le 0 


Fixant une valeur suffisamment petite de Ô, on peut obtenir que 
l'intégrale 7, soit inférieure à n'importe quel nombre £& donné d’avan- 
ce. Pour estimer 7, nous choisissons z suffisamment proche du point £ 
de sorte que | Z, | soit inférieure à &, ce qui est possible grâce à la 
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continuité de l'expression sous le signe somme. On a alors l’estima- 
tion 
In 1+ 17, |<2e, 
d’où découle la continuité de la fonction +, (2). 
On considère ainsi que les égalités 
lim (= lim 45(:)=(t) (2.7) 
z—t,:ED+ 7—t, 2:€ED7 
sont démontrées. Ici +, (£) est la valeur de l'intégrale (2.6) elle-même 
lorsque z = {. Comme pour l'intégrale nous avons 
1 dt 1, 2€ D*, 


ET T—2 0, zE D, 


et que conformément à (2.4) sa valeur singulière est égale à 1/2, 
il découle de l'égalité (2.7) que 
1 

D+(D—p) =D = pm =D()— Ep). (28) 
Eliminant de ces égalités la fonction auxiliaire continue w (£) nous 
obtenons les formules de Sokhotski-Plemelj, dont le rôle est pri- 
mordial pour ce qui suit: 

D+(t)=— p(i)+ | | cas at, 
L 


271i T—t 


q (T) 
| —- àT, 


(2.9) 


” { | 
Dt=—--q(t)+- 
ou sous une autre forme 


pÜ=D+(t)—D-(), (1) =; 1O*+ (+) + D- (#1. (2.9) 


De ces formules découle directement que les valeurs limites des 
O+ (t) seront des fonctions continues. Il s'avère toutefois que ces 
fonctions sont de classe H-L d'’exposant À, si À << 1, ou d’exposant 
4 — & (e > 0) si À est égal à 1. Ce résultat s'appelle théorème de 
Plemelj-Privalov. 

Il est évident qu'il suffit de démontrer ce théorème pour la 
fonction (2.6) seulement. Estimons la différence pour deux points 
suffisamment proches £, et ft. : 

ve, (&)— vu (= | 2-0) 20 ar. (210) 


271i T—t; T—t; 


Comme le contour ZL est supposé continüment différentiable, nous 
avons l'estimation s (£,, t) < m | ta — t, |, où s (f:, t.) est la lon- 
gueur du petit arc de contour compris entre les points f, et t.. Isolons 
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sur le contour ZL un arc ZL, en portant des deux côtés du point f; 
des arcs de longueur 2s (£,, t.). On a alors 


1 (T)—% (2) 1 — (1 
Pre (2) — Pa = [ + dr —— | _ ne 1) des 
Li A 
1 P (1) —@ (2) « [p(T)—@ (2)] (2 — 131) 
+ 3x | + At + -— Re | D) dt — 
LL LL: 
=1,;+L+l- I. 


Éstimons l'intégrale J;: 


— ({ dt 
Li1<—— _ JE dr <Ci | — — < 
1: 
L ü 
clt2-til 
< C2 RES LCss* (ts, te) LA te — til}. 


La signification des constantes introduites est évidente. On construit 
de façon analogue l’estimation de l'intégrale 7.. Estimons l’inté- 
grale J,: 


À 
pr D dt Ê 


27 T—!; 
7 L1 


La dernière intégrale étant bornée, nous sommes conduits à l'es- 
timation voulue 


À 
31< A3 lt — til 
Formons pour l'intégrale 7, la suite d’inégalités : 


PAL A en | ds 


ce 
VER 7 
por, It—hlit-el 


ds 
< A’ |t—t;] — — 
L St, Tes! 7} (te, 7) 
ds 
UR T) | 


S (1, T) 


= À" te — ti | Er 
L-L: S7 "(f1, T) [ 


On a par construction de l'arc L, s (t:, t)/s (t,, t) > 1/2, de sorte que 


ds 


LISA"It—t | 
| RES | 2 : | 2-À (4, r) 


LL: 
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Ainsi, quand À <<1 on a | 7,|[<A,]|t2—t, |. Mais si À—1, on 
a |Z, |A; ]t:—t,]-]In|f—t,]|. Cette inégalité peut être affai- 
blie*) | Z,|<Ailt—tl" 7" (e>0). 

De toutes ces estimations obtenues précédemment découle le 
théorème de Plemelj-Privalov. 

Considérons maintenant le cas d’une intégrale de type Cauchy 
prise sur une courbe illimitée. Choisissons en qualité d'exemple la 
droite réelle. Exigeons qu’en tous les points intérieurs la densité 
q(t)EH(4, à) et qu'à l'infini soit remplie la condition 


2 (u> 0). (2.11) 


IT" 


[p(E)—p(oo)1 << 


Si  () = 0, la question de l'existence de l'intégrale de type 
Cauchy 


| Ed (2.12) 


se pose puisque, les limites d'intégration étant illimitées, celle-ci 
n'existe pas en tant qu'intégrale impropre. Convenons d'appeler 
intégrale (2.12) la limite suivante: 


: 
lim | FE dr. 
-N 


Indiquons une représentation régulière de l'intégrale (2.12): 


O0 œ 
| p(t)dtr _ 1 p (T)— ® (co) | 
gr JS [EC ar & + q(o0). 
— 00 oo 
où le signe « + » est pris quand Im z > 0, le signe « — » quand 
Im z: << 0. 

Les résultats que nous avons énoncés plus haut se rapportant 
aux intégrales de type Cauchy et aux intégrales singulières pour des 
contours fermés peuvent être entièrement transposés au cas des 
contours illimités pour les contraintes indiquées plus haut. 

Arrêtons-nous encore sur le problème de l’ordre d'intégration 
dans les intégrales doubles ; considérons d’abord le cas où l’une des 
intégrales est ordinaire : 


1(2= [o(x, :) ar | SC qu. (2.13) 


T1 — 
L L 


*) Pour obtenir l'estimation dans la classe de fonctions vérifiant la condi- 
tion H-L. 
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Supposons que la fonction œ (t, t,) € À (A, À) pour chacune des 
variables et la fonction w (t, :) est intégrable en + pour les valeurs de 
z appartenant à un certain ensemble. Considérons l'intégrale Z, (:) 
obtenue de (2.13) par intervertissement de l'ordre d'intégration: 


1, (z)— | dr, | CIO ALES (2.14) 
L 


Ti —T 
L 


Pour concrétiser nous définirons la position des points +T et t, par 
des abscisses curvilignes s et s, comptées à partir d'un certain point 
fixe (fig. 3). Découpons dans le domaine s 
d'intégration (carré de côté /) une bande ‘’ 
de largeur 6 dont la ligne médiane coïncide 
avec la diagonale. Désignons cette bande 
par La. 

Représentons chacune des intégrales Z\ 
(2.13) et (2.14) sous la forme 


TI =, + Z;, Li = Do + Lio 


où Z, = Lo: l’intervertissement de l’ordre © S 
d'intégration étant possible dans les inté- 
grales régulières, l'indice « Ô » indique que 
le domaine d'intégration est le domaine La, 
l'indice «O0», la partie restante. Nous avons ensuite 


= | &(T, z)dr Î SCD q%,, 
L 


Fig. 3. Domaine d'intégra- 
tion de l'intégrale double. 


Ti 
letx) 
et la signification de la notation /;1 est évidente. Considérons la 
deuxième intégrale 
( FT TU) dt, — | EG TG. y, Lo(t, T) | dti | 
« T1 —T Ti T Ti —T 
lac) ls(x) La(r) 


Comme la première intégrale est impropre, elle peut être rendue 
aussi petite que l’on veut pour un à suffisamment petit. La seconde 
intégrale, elle, tend vers zéro puisque le contour est continüment 
différentiable. De l'intégrabilité de la fonction w (t, z) découle l’esti- 
mation | Z4 | << €. où & est un petit nombre quelconque. Une estima- 
tion analogue est obtenue pour l'intégrale 7,4. Le module de la 
différence 


[l—1= [Ts — Lis [<IZsl + FETE 
pouvant être rendu aussi petit que l’on veut, nous sommes conduits 
à l'égalité 
J'= +; (2.15) 
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Passons maintenant au cas où les deux intégrales sont singulières - 
2 d Ld 
L 


T—t Ji T1 —T 
L 


(T—1) (T1 —T) 


1,(t)= — | 1 — as à 
L 


Portons notre attention sur le fait que les deux intégrales ont 
un sens. Pour s’en convaincre introduisons la fonction auxiliaire 


(= + MANU dti. 


En vertu du théorème de Plemelj-Privalov *) cette fonction est. 
de classe H-L, donc l’intégrale de type Cauchy prise sur celle-ci 
existe. Transformons ensuite dans la seconde intégrale l'expression 
sous le signe somme : 


RE EE — | 
(T— 1) (Ti—7T) T—tlLTt—-t T—T; 
et introduisons la fonction auxiliare 
== L œ (T, T1) 
O(C T)=— | ne dx. 
L 

À l'aide de cette fonction l'intégrale 7, (t) se représente sous la forme 
d’une intégrale impropre. 

Etendons les intégrales Z (t) et Z, (t) au plan de la variable z 
(en remplaçant t{ par z). Notons ces intégrales respectivement Z (2) et 


I, (2). T1 découle alors de la démonstration précédente que Z (z) — 
= 1, (2). Les égalités suivantes sont évidentes : 


I =1@, 1-4 = 17 ®. 
Appliquant la formule de Sokhotski-Plemelj nous obtenons 
l' Sr = 
LOPERTMOES MO) 
Formons la fonction auxiliaire 


p(z, m)= 7 | LED gr | SCD dr. 


ET T—T; 
Moyennant celle-ci, on a 


| 
L()=— | ED gr. 


Ty —° 
L 


*) Supposant que la fonction qç dépend de deux arwuments. 
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Déterminons maintenant les valeurs limites 727 (t) et 77 (t) en 
tenant compte du fait que la valeur limite de la densité 1 (:, t,) est 
différente des différents côtés du contour; leur somme nous donne 


L'érs = dos L 
5 [; (£) nee (£)] 7.2 Uf (£. t)— (é, t)] Ar 
1 + (4, T1) +7 (1, Ti) 
Von Î RS - — na 
L 
Transformons le second membre de cette expression compte tenu 
des formules de Sokhotski-Plemel; : 


CMD ER HOD)ETTOD) 


1 “ 1 : 1 , 
2 Ge) + me | SE ge [ER gr = 
L 


= t—T; Œ (T, Ti) 
RE (T —t) (T—7T) ar 


De la sorte nous parvenons à la formule recherchée, la formule 
de Poincaré-Bertrand: 
d ŒE (T. 9 ; 
| _, | RCD ge np (6, 1) + | dt, | ER dr. 
L L L 


Î Ti—T —t) (T1—7T) 
(2.16) 


Etudions le cas particulier où la densité @ n’est fonction que d’un 
seul argument t,. On peut montrer que l'intégrale du second membre 
de la formule (2.16) s’annule, et 


| A LG gr mo (6). (2.16°) 


T—t TT 
L L 


Passons maintenant à l'examen de l'intégrale de type Cauchy 
pour un contour non fermé. Soit L un contour continüment diffé- 
centiable non fermé avec ses extrémités aux points a et b. Fixons le 
<ens de parcours du point a au point b par exemple et considérons 
l'intégrale 


1 = 
D@= 7 | FE dr. (2.17) 


La fonction y (rt) est de classe } (4, À) en tous les points du contour Z, 
y compris les extrémités. Nous appellerons intégrale de Cauchy 
l'intégrale (2.17) aussi. Cette intégrale, à la différence de l'intégrale 
42.2), n'est pas une fonction analytique par tranches, mais une fonc- 
tion analytique sur tout le plan à l’exclusion du contour ZL. Par 
analogie à l'intégrale de type Cauchy pour le contour fermé, on 
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introduit dans ce cas également la notion de valeur singulière et les 
notions de valeurs dimites à gauche et à droite (+ (t) et D (t)) 
par rapport au sens de l'intégration. 

Puisque l'intégrale (2.17) n’est pas modifiée quand on complète 
le contour d'intégration d’une certaine manière jusqu’à obtenir un 
contour fermé sur lequel la fonction œ (t) sera prise égale à zéro, il 
est alors évident que les résultats de caractère local que nous avons 
exposés plus haut sont valables également pour les points intérieurs 
au contour Z. Etudions le comportement des intégrales de Cauchy 
au voisinage des extrémités. Transformant l'expression (2.17) nous 
obtenons 
O (z ) = + dt “> Es 1 Œ(t)—e (t) dx — 

L 


T—: ri T—: 


+ [LOTO Gr. (2.18) 
2ni z 

L'intégrale dans la dernière égalité existe en tant qu'intégrale 
impropre aussi bien lorsque les points z tendent vers les points du 
contour Z (y compris les extrémités) que lorsqu'ils sont substitués 
aux points du contour. La singularité de la fonction ® (2) n'est 
définie que pour le premier lerme. En posant successivement z — a 
et z — b, nous obtenons les représentations : 


D (z) — —<@ in (z— a) + O,(:), 
; (2.19) 
D (2)= in (2— 6) + De (2). 


D, (:) et D, (z) sont des fonctions analytiques, bornées au voisinage 
des extrémités correspondantes et tendant vers des limites définies 
quand le point z tend vers a ou b. 

Le résultat obtenu répond immédiatement à la question du com- 
portement de l'intégrale de type Cauchy au point où la densité 
admet une discontinuité de première espèce. Désignons ce point par c 
et par œ (c — 0) et p(c + 0) les valeurs limites correspondantes à 
gauche et à droite de la densité. Utilisant les résultats précédents on 
obtient 

D (2) = LEE in (2e) + D (2). (2.20) 
Ici D, (z) est une fonction analytique bornée au voisinage du point c 
et tendant vers une limite quand z tend vers le point c. 

Considérons maintenant un cas plus complexe où la densité de 
l'intégrale de type Cauchy possède à l’une des extrémités du con- 
tour (par exemple au point a pour fixer les idées) une singularité de 
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la forme 


__ _p°@) _ _g*"*u) 9 914 
œp (t) (t— a) |t— a Les ". ( u ) 


Ici la fonction œ* (t) vérifie la condition I-L en tout point du 
contour, y compris le point a, ** (t) est partout une fonction bornée, 
y=a+iB, 0<Laœ<1. Nous entendrons par radical (£ — a)? 
la valeur limite à gauche de n'importe quelle branche de la fonction 
(2 — a)7* dans le plan coupé suivant le contour L du point a au point 
b et ensuite à l'infini suivant un arc quelconque ne coupant pas le 
contour L. La valeur limite à droite [(z2 — a)-Y]" est alors égale à 
(£ — a)”Ÿ e-*iv, Montrons que dans le voisinage du point a on a 
l'estimation : 


[DGI< (a<y<1). (2.22) 


Lu 


Commençons notre étude par Île cas particulier où œ ({) = 1. 
En vertu des formules de Sokhotski-Plemelj, valides comme on a 
mentionné plus haut en tous les points intérieurs au contour Z, 
nous affirmons que 


D+(t)— D (9 =(4— a) (D) = [—#—). 2.23) 


Introduisons la fonction auxiliaire 


= (2.24) 


1—e727%4iv ? 


Cette fonction est univoque dans le plan coupé de la façon indiquée 
plus haut. Chacune de ses branches vérifie l'égalité 


wt(t)—w-(t) = (t — a). (2.25) 
Ce qu’on vient d’énoncer nous permet d'écrire la relation suivante: 
[D (2) — w (2)1* = [D (z) — w (z)]- (2.26) 


qui est vérifiée en tout point du contour L à l’exclusion du point a. 
D'autre part, étant donné l'estimation 


[DG)—w(I<——, 


la singularité éventuelle au point a peut a être éliminée. 
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Des raisonnements de découlent les égalités 


D (9 = — a) "+, (2), 
(= (t— a) + Do (t), (2.28) 
D (1) = (ta) YO, (+), 


où O, (2) est une fonction analytique bornée dans le voisinage du 
point a. La valeur singulière, elle, se représente de la manière sui- 
vante: 


D(t)= (D (+ D (= EU (ta) "+ D (D. (2-29) 


Passons à la considération du cas général. Après des transforma- 
tions non compliquées nous obtenons pour la fonction © (£) une 
Ncosia sous forme de la somme de deux intégrales: 


D()= 7 | OS 


(t—a)Ÿ (t—:) 


_ 


27 


QC) | —+ | [OO x. (2.30) 
F4 


Vers) ES (t—a)/(t—2) 


La première intégrale a été examinée plus haut. On peut montrer 


que la deuxième intégrale est inférieure en module à la fonction 
EC —À<a, <a), où À est l'indice de la classe H-L 
z— al" 
de la fonction œ* (t). 

En définitive formulons les résultats de la manière suivante. 
Représentons dans le voisinage du point a l'intégrale de type Cauchy 
sous la 27 


q®(r)dr __ _q“(a) er 
D (:) — F \ (tr —a)Y (t—:) 2i sin yx; e 


— a) a+, (2). (2.31) 


Dans le cas où &« = 0, la fonction ®, (2) est holomorphe dans le 
voisinage du point a sur le plan coupé comme indiqué et tend vers 
la limite quand : tend vers le point a. Dans le cas général où & > 0, 
on a l'estimation 

| ®, (:)1 << (a— À <a <a). (2.32) 


| %o 


S 3. Problème aux limites de Riemann 


Soit comme auparavant L un contour fermé continûment diffé- 
rentiable. Supposons définie sur ce contour une fonction G (ft) qui 
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est une fonction continue et ne s’annule pas. On appelle indice *x 
de la fonction G (t) sur le contour L l'accroissement de l’argument de la 
fonction G (t), divisé par 2x, le contour étant parcouru dans l’anti- 
horaire : 


1 1 
x=IndG(t)=-t{argG(t)} = {ln G(t)l. (3.1) 
L'indice peut être mis sous une forme intégrale évidente: 


| 1 , 
«= | darg G(1)= _ | din (. (3.1) 
L L 


La fonction G (t) étant continue, l'accroissement de son argument 
est nécessairement multiple de 2x, de sorte que l'indice est toujours 
un nombre entier. Il découle de ces formules que l'indice du produit 
de deux fonctions est égal à la somme des indices des facteurs et 
l'indice du rapport de deux fonctions (sous la condition que le déno- 
minateur ne s’annule pas), à la différence des indices du dividende 
et du diviseur. 

Dans le cas où la fonction G (t) est différentiable et représente la 
valeur limite, de l’intérieur ou de l’extérieur, d’une fonction analy- 
tique, on peut De en vertu des —. 


| dinG(=-— | - dt (3.1°) 
L 


2 = 


que l'indice est, en valeur absolue, égal au nombre de zéros de la 
fonction dont la valeur limite est la fonction G (£t) *). Ce nombre est 
positif si la fonction G (t) est la valeur limite d’une fonction analy- 
tique intérieure du contour, et négatif dans le cas contraire. 

Considérons les fonctions G (t) et g (t) (G (t) 0), satisfaisant à 
la condition H-L et définies sur le contour fermé continüment diffé- 
rentiable L. Le problème de Riemann revient à chercher une fonction 
O (:) analytique par tranches (la ligne de discontinuité est le con- 
tour ZL) vérifiant la relation limite 


O+ (1) = G(t) D-(t) + g (+). (3.2) 


La fonction G (t) est dite coefficient et g (t) terme constant du 
problème de Riemann. L'indice de la fonction G (t) s'appelle indice 
du problème correspondant de Riemann. Si la fonction g (t) = 0, 
le problème de Riemann est dit problème homogène de Riemann. 

Considérons le cas le plus simple où G (f) = 1. La solution du 
problème de Riemann se représente d'emblée par l'intégrale de type 
Cauchy 


4 g (t) 
D(D= EE | LT ar, (3.3) 
L 
*\ Puisque la dernière intégrale est un résidu logarithmique (A. Marku- 


shevitch [1]. 
ä—0340 
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et avec cela la démonstration peut être obtenue directement des 
formules de Sokhotski-Plemelj (2.9). 

Considérons maintenant le problème homogène et supposons qu'il 
est résoluble, c’est-à-dire qu’il admet une solution non identiquement 
nulle. Désignons par V* la quantité de zéros de la fonction D* (2) 
et par V- respectivement cette quantité pour ®- (2). Calculons 
l'indice des fonctions entrant dans la relation limite 


D'(t)=G(t) D-(t). (3.4) 
On a 
à N'+NT= x. (3.5) 


Comme le premier membre de (3.5) est non négatif, cette égalité 
permet de formuler immédiatement les conclusions suivantes sur la 
résolubilité du problème homogène de Riemann. 

1. Pour que le problème homogène de Riemann soit résoluble il 
faut que l'indice x soit non négatif. 

2. Six > 0, les fonctions D* (z) et D- (z) ont ensemble x zéros. 

3. Si x = 0, In G (t) est une fonction univoque et les fonctions 
In O*(z) et In D-(z) sont analytiques respectivement dans D* 
et D-. Prenant le logarithme de la condition aux limites (3.4) (tout 
en choisissant pour la fonction In G (t) n’importe quelle branche) 
nous parvenons à la relation 


In O*(t) = In D-(t) + In G (t) (3.6) 
qui est le problème non homogène de Riemann avec le coefficient 


G; (t) = 1 pour la fonction In ® (2). Sa solution peut être représentée 
à l’aide de la formule (3.3): 


1 Î° InG 
MO(:)=-— \ LE dt =F(z) 
L 
La solution recherchée est 
D+(:)—=Cel*&),  dr(:) = Celr(, (3.7) 


Ainsi, si l’on se tient rigoureusement aux contraintes introduites 
plus haut (analyticité de la fonction O (z) dans tout le domaine D-, 
y compris l'infini), on obtient en vertu des formules (3.7) (sous la 
condition l- (oc) — 0) que la solution du problème homogène sera 
toujours égale à zéro, puisque la solution non triviale donnée par les 
formules (3.7) est égale à C à l'infini. 

Ces raisonnements permettent d’obtenir le résultat suivant. Soit 
p (t) une fonction de classe H-L définie sur un contour fermé et ne 
s’annulant pas sur ce contour (lorsque x — 0). On peut la représenter 
sous forme du rapport des fonctions qui sont les valeurs limites de 
fonctions, analytiques respectivement dans D* et D- (à l’exception 
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du point à l'infini) et ne s’annulant pas dans ces domaines. Ces 
fonctions se déterminent à l’aide des formules (3.7). 


4. Pour x > 0 récrivons la condition aux limites (3.4) sous la 
forme : 


D+(t) = &[t-xG (t)] D- (4) — 1*G, (t) Dr (+). 


Pour fixer les idées nous supposerons que le zéro appartient au 
domaine D*. L'indice de la fonction G, (t) étant zéro, nous pouvons 
en vertu de ce qui a été dit plus haut la représenter sous forme du 
rapport : 


T+ (1) — 
Gi(t)}= >, T(:)= 1 {SO à, 


er) ? 27i T— 
L 
ce qui nous permet d'écrire la condition aux limites sous la forme: 
D*+ (1) x DT (4) 
QT+ U) —. AU (3.8) 


Dans le premier membre de l'égalité (3.8) se trouve la valeur 
limite d’une fonction analytique dans D*, dans le second membre, 
celle d’une fonction analytique dans D- à l'exception du point à 
l'infini en lequel elle admet un pôle d'ordre non supérieur à x. En 
vertu du théorème généralisé de Liouville nous concluons que la 
solution générale du problème aux limites (3.8) peut être représentée 
par les formules suivantes : 


D+(z)=e"* OP, (5), D(z) el Ez-2P,, (z). (3.9) 


Ici P,, (z) est un polynôme arbitraire de degré non supérieur à 
#% — 1. La solution donnée par les formules (3.9) est dite solution 
générale du problème homogène de Riemann. Le polynôme P (2) dans 
(3.9) doit ètre de degré x si l’on suppose ®- (00) =£ 0 *). 

Ainsi, pour %x >> 0 le problème homogène de Riemann admet x 
(ou respectivement x + 1) solutions linéairement indépendantes **): 


D} (2) = 2"e0* 1, OO (5) = 24 4el 0), (3.9) 


Introduisons la notion de fonction canonique du problème de 
Riemann. Appelons fonction canonique du problème de Riemann la 
fonction analytique par tranches X (z) représentée sous la forme 


X+(2)= em),  XT (2) = 27 *e0 «1, 


*) On considérera par la suite que c'est toujours ainsi. 

*s) Au cours de la résolution des problèmes aux limites concrets, des consi- 
dérations supplémentaires, liées au contenu physique du problème, permettent 
en général de déterminer univoquement le polynôme P, (2). 


4e 
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Pour x > 0 la fonction canonique est une solution particulière du 
problème homogène. dont la solution générale peut s'écrire de la 
façon suivante: 


D (:) = X (2) P, (5). 


Pour x << 0, la fonction canonique vérifiera aussi la relation limite 
(3.4) quoiqu'en admettant à l'infini un pôle d'ordre —x. 

L'introduction de la fonction canonique permet d'étendre le 
résultat énoncé précédemment (page 50) à une fonction d'indice 
arbitraire. Il est possible de montrer que toute fonction de classe H-L 
et ne s’annulant pas sur le contour fermé peut être représentée sous 
la forme: 


X* 
q (6) = - (3.10) 


Ici À (2:) est la fonction canonique du problème de Riemann D+ (f) — 
= ç (t) D ({). 

Passons à la résolution du problème non homogène. Rappelons que 
dans ce cas le problème de Riemann revient à la construction d’une 
fonction analytique par tranches © (z) vérifiant la relation (3.2). 

Soient x l'indice de la fonction G (t)et X (z) la fonction canonique 
du problème posé (pour g (t) = 0). On a alors l'égalité 


X*+ 
G()=3- (3.11) 


Représentons la relation limite (3.2) sous la forme: 


D*(0 ___DT(E , r(t) 
"X+()  X= (6) + X* (1) ° (3.12) 
Considérons le problème auxiliaire de Riemann: 
” g (4) 
V+()= (+0, (3.13) 
dont la solution se représente par la formule 
d 
F=- | es —. (3.14) 
L 


Transformons la condition aux limites (3.12) en tenant compte de 
(3.14) : 
D* (1) 


D=(t _ HE 
nt T —Y (t). (3.15) 


(2) 


Dans le premier membre de l'égalité (3 15) figure la valeur limite 
d’une fonction analytique dans D*, dans ie second membre, celle 
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d’une fonction analytique dans D-, sauf peut-être dans le point à 
l'infini. Dans le cas où x << 0, le rapport D- (z)/X- (z) s’annule à 
l'infini. Comme la fonction W- (z) s’annule également à l’infini, nous 
concluons en vertu du théorème de Liouville que les expressions 
figurant dans les deux membres de l'égalité (3.15) sont identiquement 
nulles, d'où il découle que 


D (z) = X (2) Y (2). (3.16) 


Si, au contraire, x > 0, le rapport ®-(z)/X- (z) représente Ia 
valeur limite d’une fonction analytique partout dans D - à l'exception 
du point à l'infini où elle admet un pôle d'ordre x. Aussi concluons- 
nous en vertu du théorème généralisé de Liouville que les expres- 
sions figurant dans les deux membres de l'égalité (3.15) sont identi- 
quement égales à un certain polynôme de degré x. La solution dans 
ce cas prend la forme: 


D (2) = X (2) [Ÿ (:) + P, (21. (3.17) 


Les solutions (3.16) et (3.17) peuvent être représentées analy- 
tiquement par la seule expression (3.17) si l’on considère que le poly- 
nôme disparaît quand x << (. 

Une discussion complémentaire de la solution est nécessaire pour 
# & 0. La fonction X (z) admet à l'infini un pôle d'ordre —x*, et la 
fonction Y (2), un zéro du premier ordre, en général. Aussi le produit 
X (:) Ÿ (z) (égal à la fonction © (z)) aura-t-il à l’infini un pôle 
d'ordre —x — {. Donc le problème non homogène de Riemann n'est 
pas résoluble pour x + 4 < 0. Il ne sera résoluble que si le terme 
constant satisfait certaines conditions assurant l’analyticité de la 
fonction ® (z) au point à l'infini. Développons la fonction W (2) 
en série : 


Ÿ ()= » Cx2*, Cn= — 5 [ g Th71 dr. 
k=! L 


Il est évident que la fonction ® (z) sera analytique à l'infini si les 
coefficients cx = O (4 = 1, 2, ..., —x — 1). 

La synthèse de l’exposé précédent nous conduit au théorème sui- 
vant. Le problème non homogène de Riemann (s’il est résoluble) a 
une Solution représentée par la formule (3.17). Quand x > 0, le 
problème de Riemann a toujours une solution, et quand x << 0, 
la solution n'existe que si les conditions suivantes sont vérifiées : 


\ Re vi dx=0 (k=1,2,..., —x—1). (3.18) 
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$ 4. Equations intégrales singulières 


On appelle équation intégrale singulière l'équation intégrale de 
la form: 


Kq=a(t)@(+ + | TC (r) dr = j (6). (4.1) 


L 

Ici Z est un contour fermé continûment différentiable contenant, 
pour fixer les idées. le zéro comme point intérieur, et les fonctions 
a (t), AT (t, t)et f (t) sont de classe H-L ; la fonction Af (t, t) appar- 
tient à cette classe pour ces deux arguments. Introduisons les nota- 
tions suivantes : 


DOME, LCI CN Er, +). 


Il est évident que la fonction b (t) est aussi de classe H-L et 
qu'on a l'estimation 


IE (6, r)1< 4 


(O<A1<1). 
Récrivons l'équation (4.1) de la façon suivante: 


T—t 


Ko=a()ç (+ | Part (KE Do(dr-f(. (44) 
L L 


L'équation (4.1’) s'appelle équation singulière complète. L'équation 
est dite komogène si f (t) — 0. L'opérateur 


ti T—t 


K°@=at(t)œ(t) + 220 ET 
L 


s'appelle partie caractéristique de l'équation singulière, l'opérateur 


kq — j#(e, r) @(r) dr 
L 
sa partie régulière. 
Avec les notations adoptées l'équation (4.1) deviendra 


Ke = K°q + kç = f. (4.17) 


On appelle équation associée (ou transposée), ou adjointe de l’équa- 
tion (4.1) l'équation de la forme 


K'p=a( ++ | OO gr + | k(x,t)Y(r)dr=0. (4.2) 
L 


T— 
L 
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Il convient de noter que l'équation adjointe d'une équation 
Caractéristique n'est pas en général toujours une équation caracté- 
ristique, car elle récèle un terme complémentaire régulier. 

Soient Kœç un opérateur intégral singulier de la forme (4.1°) et 
K' l'opérateur adjoint (4.2). Une substitution directe (grâce à la 
possibilité, démontrée au $ 2, d'intervertir l’ordre d'intégration dans 
le cas où l’une des intégrales est régulière) permet de s'assurer que 
l'égalité 

| V'Kœ dt — | pK’ dt (4.3) 
L L 


est identiquement vérifiée. 

Soient K, et K, des opérateurs singuliers de la forme (4.1) 
avec pour coefficients respectifs de leur partie caractéristique a, (t), 
b, (t) et a, (t), b, (t). On peut montrer à l’aide des formules de trans- 
position de Poincaré-Bertrand (2.16”) que la composition des opé- 
rateurs singuliers K = K,K, représentera elle aussi un opérateur 
singulier avec pour coefficients de sa partie caractéristique 


a(t) —a(t)a,(t) + b, (et) b, (), (4.4) 
b(t) = ai (t) b, (1) + a (?) b (t). | 


Il découle des formules (4.4) que la partie caractéristique de la 
composition des opérateurs singuliers ne dépend pas des parties 
régulières de chacun d'eux, mais seulement de leurs parties caracté- 
ristiques. Notons que la partie caractéristique de la composition 
des opérateurs singuliers ne dépend pas de l’ordre de celle-ci. 
Une substitution directe permet de vérifier également l'égalité 


(K.K;)° = K;-K°. (4.5) 
Considérons l'équation singulière la plus simple, c'est-à-dire 
l'équation caractéristique 


Kqg=a(t)p(+ 080 ge; (p. (4.6) 
L 


Ti T—t 
Introduisons la fonction analytique par tranches 


1 T 
Dr | dr. 
L 
En portant les expressions de q (t) et ® (t) conformément à (2.9°) 
dans l'équation (4.6) nous aboutissons au problème auxiliaire de 
Riemann 


D*()=G() D (t) + (6), 


__a(t)—b(t) __ (0 
CO= Gr o : EG) = ro: 


(4.7) 
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On appellera l'indice de ce problème indice de l’équation intégrale 
(4.6). 

Nous considérerons maintenant seules les équations appelées 
équations normales, tout en supposant que l'inégalité a (ft) + b (t) = 
 Ô est vérifiée sur tout le contour Z. 

Nous obtenons en vertu de (2.9”) et (3.17) la solution du problème 
auxiliaire de Riemann d'où découle l'expression de la fonction re- 
cherchée : 

b(t)Z(t d 
pu)=a(yf(- COR 


me [Ames + 0(0Z(D Past), (4.8) 


À de 
Z (8) = La (8) +6 (1 X+ (6) = La (6) — 0 (EI N° (9 = Là 


x a(tT)—b (T) 
= T—t ° 

L 

Ainsi, la réponse! à la question de l'existence de la solution de 
l'équation intégrale caractéristique singulière et sa construction dé- 
coulent du problème correspondant de Riemann. 

Passons à la résolution de l’équation adjointe de l'équation ca- 
ractéristique : 


K°° 1} — a(t) f (£) — _ | 50 dr = 0. (4.9) 
L 


A l’aide de la substitution wo (t) = b (t)  (t) nous la transformons 
en équation caractéristique par rapport à la fonction auxiliaire 
@ (£): 
a (to (29 (20 920, 
L 


et au moyen de la fonction analytique par tranches 


2 (z) — 5 = a dt 
Î. 


nous passons au problème auxiliaire de Riemann. Son indice x” 
s'avère égal à l'indice x du problème initial avec le signe contraire, 
puisque le coefficient du problème de Riemann pour la fonction 
— t 
62 (z) est égal à ET 
blème de Riemann pour l'équation initiale (caractéristique) et son 
adjointe permet de formuler des propositions concrètes sur leur ré- 
solubilité sous la forme adoptée en théorie des équations intégrales 
de Fredholm. 


. La comparaison des solutions du pro- 
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L'’équation caractéristique singulière homogène et son adjointe 
ne sont jamais simultanément résolubles, elles sont soit toutes les 
deux non résolubles (x — 0), soit des deux est résoluble celle dont 
l'indice est positif. La différence du nombre de leurs solutions linéai- 
rement indépendantes est égale à | x |. 

L'équation caractéristique non homogène (4.6) est toujours ré- 
soluble pour tout second membre si x > 0.Si, au contraire, x << 0, 
le problème auxiliaire de Riemann ne peut être résolu que lorsque 
les conditions (3.18) sont vérifiées. On peut montrer que ces condi- 
tions peuvent être mises sous la forme 


AOL EE (i=1, 2,..., —%»). 


L. 


Ici #4 (£) est le système complet de fonctions propres de l’équation 
adjointe homogène. 

Considérons le problème de la régularisation des opérateurs sin- 
guliers. Soient K, et K, des opérateurs singuliers de la forme (4.1). 
Si l’opérateur K, est tel que la composition K,K, représente un opé- 
rateur régulier (autrement dit elle ne contient pas d'intégrale sin- 
gulière), l’opérateur K, est dit opérateur de régularisation de l'opé- 
rateur K,. Il est évident que si l'opérateur K, est l'opérateur de régu- 
larisation de l’opérateur K,, l'opérateur K, représentera à son tour 
l'opérateur de régularisation de l'opérateur K,. D’après les formu- 
les (4.4) la partie caractéristique de l'opérateur de régularisation 
sera de la forme 


0 n _b()( pt) 
Kip=a(t) pt] dr, 
L 

où a (t) et b (t) sont les coefficients de la partie caractéristique de 
l’opérateur régularisé K,q. On désignera l'opérateur de régularisa- 
tion par K. 

Considérons une équation de la forme (4.1”) Kg = f. Appliquant 
aux deux membres de l’équation l'opérateur K, nous obtenons l’équa- 
tion régulière 


KKy = KJ. (4.10} 


Ainsi, la fonction œ (t) vérifie aussi bien l’équation singulière que 
l'équation régulière. La procédure que nous avons rapportée est ap- 
pelée régularisation à gauche. 

Si à la place de la fonction cherchée  (t) on introduit dans l’équa- 
tion (4.1”) la fonction auxiliaire w (t) tirée de la relation  (t) — 


— Kw, on aboutit de même à une équation régulière: 


KKo = f. (4.11) 
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On obtient dans ce cas au lieu d’une équation singulière pour la fonc- 
tion cherchée une équation régulière pour la fonction auxiliaire 
© (t). En résolvant cette équation nous obtenons la fonction cherchée 


à l'aide de l'opérateur K (q — Ko). La procédure que nous avons 
rapportée est appelée régularisation à droite. 

La théorie des équations régulières (de Fredholm) étant traitée 
à fond (cf. $ 1), la liaison entre les solutions des équations (4.10) et 
(4.11) et l'équation initiale complète singulière (4.1) permet d'’éla- 
borer la théorie des équations intégrales singulières (théorème de 
Nœther). T 

Au cours du passage de l'équation singulière à l'équation régulière 
{par régularisation à gauche ou à droite) il peut se produire aussi 
bien la perte de certaines solutions que l'apparition de fonctions 
qui soient solution de l'équation régulière sans l'être de l'équation 
singulière. En d’autres termes, l'équation régulière obtenue peut 
ne pas être équivalente à l'équation initiale. 

Considérons tout d’abord le cas de la régularisation à gauche. 
Représentons l'équation (4.10) sous la forme : 


K (Kç — f) = 0. (4.12) 


Comme l'opérateur K est homogène, toute solution de l'équation 
(4.1) annule l’équation (4.12) et c'est pourquoi la régularisation à 
gauche ne conduit pas à une perte de solutions. Dans le cas où l'opé- 


rateur K*) n’admet pas de fonctions propres (x >> 0), la régularisa- 
tion à gauche est notoirement équivalente. Dans le cas contraire 
peuvent apparaître des solutions complémentaires. Celles-ci repré- 
sentent en général les solutions de l'équation 


Kçg=f+Ù ajv;, 


où w; sont les fonctions propres et x; des constantes arbitraires. 
Lors de la régularisation à droite (à la différence de la régulari- 
sation à gauche) il se peut que l'on perde une solution, puisque l'équa- 


tion Kw = œ, (@, (t) est une certaine solution de l'équation (4.1)) 
n'est pas toujours résoluble. Aussi la régularisation n'est-elle équi- 
valente que lorsque cette équation est résoluble quel que soit son 
second membre, ce qui a lieu quand x< 0. Les résultats rapportés 
plus haut permettent de démontrer les principales alternatives de la 
théorie des équations intégrales singulières. 

1. Le nombre de solutions linéairement indépendantes de l’équa- 
tion singulière est fini. La démonstration découle du fait que lors 


*\ En tant qu'opérateurs de régularisation on utilisera dans ce qui suit seuls 
les opérateurs élémentaires (caractéristiques): K — K°°. 
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de la régularisation à gauche il ne se produit pas de perte de solu- 

tions et le nombre de solutions de l'équation de Fredholm est fini. 
2. La condition nécessaire et suffisante pour la résolubilité de 

l'équation (4.1) se ramène à la validité des égalités suivantes: 


FIOETOL ET (j=1,2,...,n). (4.13) 
L 


Ici vw, ({) est Dur des solutions linéairement indépendantes 
de l'équation K'} — 

La nécessité des RTE (4.13) découle directement de l’iden- 
tité (4.3). En effet. 


Ov at (Ke) (bdt= |qK't;dt=0 (j=1,2,...,n). 
L L L 


La démonstration de la condition suffisante est effectuée de 
différentes façons selon le signe de l'indice. Considérons d’abord 


le cas où x=>0. L'opérateur de régularisation K a l'indice —x< 0 
et par conséquent n’a pas de fonctions propres. Ceci étant, l'équation 
(4.11) est équivalente à l'équation initiale et les équations (4.11) 
et (4.1) sont simultanément résolubles ou non résolubles. Conformé- 
ment à l'alternative de Fredholm, l’équation (4.11) est résoluble si 
les conditions suivantes sont vérifiées : 


jui dt=0. (4.14) 
L 
Ici x; (t) sont les solutions de l'équation K'K'y = 0 adjointe de l'équa- 
tion (4.11). Transformons l'équation (4.14) 


fuki dt FFR'y;dt=0. 
L L 


Nous allons considérer l'équation K”K'’y — 0 comme une équa- 


tion d'opérateur K” et de fonction cherchée K”. La fonction K’'7 
est alors fonction propre de l'opérateur K” et la notant 1; (t) nous 
sommes conduits à la condition (4.13). 

Pour x << 0 appliquons une régularisation à droite. La substitu- 


tion o = Kw nous conduit à l'équation de Fredholm 
KKo = f, (4.15) 


équivalente à l’équation initiale (4.1). Les conditions de résolubilité 
de l’équation (4.15) sont de la forme 


Ï #0) x (9) dt =0, 
E 
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où %, (t) est l’une quelconque des solutions de l’équation K'K'+ = 0 
adjointe de l’équation (4.15). La considérant comme équation d’opé- 


rateur K’ et de fonction cherchée K'y et tenant compte du fait que 


l'opérateur K” est un opérateur d'indice négatif (les fonctions propres 
n'existent pas), nous aboutissons à l’équation K’7 = 0. Par consé- 
quent, #, (t) est fonction propre de l'opérateur K”. Notant celle-ci 
comme auparavant W; (t), nous parvenons à la relation d’orthogonali- 
té demandée. 

La différence entre le nombre de solutions linéairement indépen- 
dantes (7) de l'équation singulière Kp = 0 et le nombre de solutions 
linéairement indépendantes (n°) de l’équation adjointe K’# = 0 
est égale à l'indice de l'équation 


n—n = %X. (4.16) 


Posons x > 0 et prenons K° en qualité d'opérateur de régularisa- 


tion. L'équation de Fredholm K°°K = 0 sera alors équivalente à 
l'équation initiale et c’est pourquoi elle aussi admettra #7 solutions. 
Respectivement l'équation adjointe K”K° = 0 de même admettra 
au juste » solutions. L'équation obtenue est équivalente à l’équa- 
tion 


Kb = is +... + An Ÿnr, 


où 1; (t) sont les fonctions propres de l'opérateur K” et «; des cons- 
tantes arbitraires. Comme %x> 0, la dernière équation est alors ré- 
soluble quel que soit son second membre, et sa solution est de la 
forme 


n° # 
Ÿ (£) — à a; RY;+ à ŒUYAUE 
J= )2= 
où À est l'écriture symbolique des solutions de l'équation singulière 
pour le second membre correspondant. Démontrons que toutes les 
fonctions figurant dans le second membre sont linéairement indé- 
pendantes. Supposons que la relation 


n° 4 
S aRb;+ à cyps(t) = 0 
J=1 2=1 


soit vérifiée pour au moins un a; = 0. Appliquant à cette égalité 
n 

l'opérateur K°, nous obtenons © ap, = 0, ce qui est impossible à 
j=1 l 

cause de l'indépendance linéaire des fonctions 1; (f). Le cas où tous 


les a; — O0 conduira à la dépendance linéaire des fonctions ; (1), 
ce qui est également exclu. 
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Ainsi, l'équation intégrale K’K°f — 0 admettra n° — x solu- 
tions et par conséquent n = n° + %. 

La discussion du cas x << 0 n’est pas nécessaire puisque la pro- 
priété des opérateurs d'être adjoints est réciproque; en qualité 
d'opérateur initial l’on doit prendre l'adjoint puisque son indice 
X = —%x > 0. 

Il convient de noter que dans ce qui précède lors de l'élaboration 
de la théorie des équations intégrales singulières nous avons fait 
largement appel aux propriétés concrètes de certains opérateurs sin- 
guliers. On propose dans ce qui suit d'élargir la position du problème 
en le plaçant dans le cadre général de l'Analyse fonctionnelle, ce 
qui à permis entre autres d'obtenir certains résultats nouveaux. 
L'avantage de cette approche apparaîtra clairement lors de l'étude 
des opérateurs singuliers bidimensionnels (K 7, 8). 

L'étude sera conduite dans l’espace de Banach que l'on désigne 
par H (cf. L. Lyusternik, V. Sobolev [1]). Introduisons quelques 
définitions. Un opérateur est dit borné s’il transforme toute suite 
bornée en une suite bornée. Un opérateur est dit complètement continu 
s’il transforme ‘toute suite bornée en une suite compacte (dont on 
peut extraire une sous-suite convergente). 

On peut montrer (N. Muskhelishvili [4]) que les intégrales singu- 
lières représentent des opérateurs bornés dans l’espace avec la norme 


14 (2) —  (4)I 
le—tl 


Ig1l= maxig (t)] + max 


où H est l'indice de classe H-L de la densité. Les intégrales régulières, 
elles, représentent des opérateurs complètement continus. 

Dans le cadre de l’Analyse fonctionnelle on peut définir une posi- 
tion générale du problème de régularisation de l'équation opérato- 
rielle (quand l'opérateur est lui-même borné) 


Ag = f. (4.17) 


L'opérateur borné B est appelé régularisateur pour l’opérateur À, si 
en l’appliquant aux deux membres de l’équation (4.17) nous aboutis- 
sons à l'équation 


BAg = (1-T)ç = Bf, (4.18) 


vù l'est l'opérateur identique, T un opérateur complètement continu. 
L'équation ainsi obtenue est dite équation de Fredholm. On appellera 
dans ce qui suit les solutions non triviales des équations homogènes 
opératorielles zéros des opérateurs correspondants. On appellera indice 
de l'équation opératorielle la différence du nombre de zéras de l'équa- 
tion fondamentale et de son adjointe. 

[1 découle directement des raisonnements précédents par exem- 
ple les résultats suivants. Le nombre des zéros de l'équation (4.17) 
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susceptible d’être régularisée *) est limité puisqu’une perte de solu- 
tions ne peut avoir lieu, par ailleurs le nombre de zéros de l’opérateur 
de Fredholm, lui, est fini. La notion d’opérateur conjugué permet 
d'obtenir les conditions nécessaires de résolubilité de l'équation 
(4.17). Nous avons 

G, bn) = (A, 5) = (p, 4*p) = 0 (G=1,2,..., n*), (4.19) 
où Ÿ; est l’ensemble complet des zéros de l'équation conjuguée. 

Il est beaucoup plus compliqué d'établir que les conditions (4.19) 
sont également les conditions suffisantes de résolubilité, ceci étant 
vrai si existe un opérateur de régularisation. Désignons par H, 
l’ensemble des zéros de l'opérateur A. Montrons que cet ensemble 
est un sous-espace. Soient x (4 == 1, 2, ..., n) les éléments de 
l’ensemble FH,. Il est évident que D CxPx € H,. Supposons que les 

k 1! 
éléments œ, (fx € H,) tendent vers p, . L'opérateur À étant borné, 
nous obtenons que A, = lim A, = 0, c'est-à-dire que , € H,. 
On peut montrer de la même façon que l’ensemble des zéros de l'opé- 
rateur A* représente un sous-espace (que nous désignerons par H). 

Définissons maintenant les sous-espaces H, et H* comme les 
compléments orthogonaux des sous-espaces H, et H* respectiv ement. 
Nous considérerons maintenant l'équation (4. 17) uniquement sur 
les éléments du sous-espace H, en supposant que le second membre 
appartient au sous-espace 7”. Démontrons que dans ce cas l’équation 
admet une solution (c'est-à-dire que l'opérateur inverse existe). 
Montrons tout d’abord que l’équation (4.17) admet dans H, au plus 
une solution. Supposons qu'elle admet deux solutions œ, et 2. 
L'élément œ, — p, appartient alors à H,, mais d’autre part 
A (9, — @:) = 0, de sorte que (p, — p.) € H,. H, et H, étant ortho- 
normés, @, — @P2 —= 0. Par conséquent, sur un certain ensemble H” 
existe l'opérateur inverse. Démontrons tout d’abord que cet ensemble 
est dense dans H* **). Dans le cas contraire il se trouvera un élément 
o € H? pour lequel (f, w) = 0 si f € H”. Soit p — A-!f. Nous par- 
venons alors à l égalité (Ag, w) = 0. Cette égalité doit être vérifiée 
pour tout o € H, (puisque f peut être pris arbitrairement dans l'en- 
semble H') D'autre part cette égalité est évidente lorsque œ € H,;. 
Donc, pour tout @ € H nous avons (A, w) = 0. Puis (4, w) = 
= (p, A*w) et p étant arbitraire, nous obtenons A*o = 0, signifiant 
que w € HŸ. Mais puisque w appartient simultanément à H°, nous 
obtenons © = 0. 

Démontrons ensuite que l’opérateur A”! est borné dans H”. Dans 
le cas contraire, il doit exister les éléments p, € H, tels que || , || = 


*) Conformément à la terminologie adoptée auparavant, la régularisation 


proposée est une régularisation à gauche. 
*+) Autrement dit sa fermeture coïncide avec H#. 
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= { et Ag, — 0. En appliquant l'opérateur de régularisation nous 
obtenons 


BA, = Pa + Th —+ (0. 


Choisissons la sous-suite p,, de telle sorte que Tp,, tende vers une 
limite @,. Dans ce cas q,, — , également. L'opérateur À étant 
borné, on a As = lim Ap,, — 0, et c'est pourquoi @, € H,. D'au- 
tre part, H, étant un sous-espace fermé, @, € H,, ce qui nous conduit 
à l’égalité q, = 0, or, c’est impossible, puisqu'on a supposé jusqu'’a- 
lors que ||, || = Î. 

Il est maintenant possible de démontrer que l’ensemble H” coïn- 
cide avec H?. Soit f un élément quelconque de H*. H” étant dense, 
on peut construire une suite d'éléments f, convergeant vers f. Soit 
Pn = À", (A, = f). Comme l'opérateur A7! est borné, il existe 


une limite de la suite @, (ç). L'opérateur À étant borné à son tour, 


nous obtenons A = lim Ag, = lim f, = f. Donc f E H”, ce qui 
achève la démonstration. Il en découle que l'équation (4.17) est 
résoluble sous les conditions (4.19) s'il existe un régularisateur borné. 

Considérons le cas de la régularisation dite équivalente, basée 
sur le fait que les équations (4.17) et (4.18) ont les mêmes solutions. 
À titre d'exemple montrons que les équations Ag = f et A*A = 
— A*f sont équivalentes si l’équation initiale est résoluble. Suppo- 
sons le contraire. Dans ce cas. outre la fonction @, (Ag, = f) existera 
une fonction ®, (A* A, = A*f et A, = f). Considérons la diffé- 
rence A*A (@, — ®@,) = 0 et multiplions-la par @, — @,. Nous ob- 
tenons alors 


0 — (A* A (Pi — Por P1 — Po)) = (À (P1 — Po)» À (F1 — Po)). 


Par conséquent, À (p, — @) = 0, A, — A, ce qui conduit à une 
contradiction. 

Considérons ensuite la question de l’influence sur la valeur de 
l'indice d’un opérateur T complètement continu, introduit complé- 
mentairement dans l’équation. Démontrons que l'indice reste alors 
inchangé, c'est-à-dire Ind (A + T) = Ind À. 

Remarquons que les opérateurs À et À + T ont le même opéra- 
teur de régularisation B. Les équations BA = 0 et A*B* — 0 
ont un même nombre de zéros que nous désignerons par r. Désignons 
ensuite par », n*, met m* le nombre de zéros des opérateurs 4, A* 
et B. B*. Soient œ; (j = 1, 2, ..., n) et y; (j = 1, 2, ..., m) les 
zéros des opérateurs À et B. Il est évident que l'équation BA = 0 
est équivalente à l’équation 


Ag= à ChÂhs (4.20) 
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où c4 Sont des constantes arbitraires. Pour qu'elle soit résoluble il 
est nécessaire comme on a montré plus haut que les conditions sui- 
vantes soient vérifiées : 


UL 


2, cn Gm #)=0 (G=12,..., n°). (4.21) 


Supposons que le rang de la matrice || (44, Ÿ) || est égal à s. La 
solution de l'équation (4.20) admettra alors m — s constantes plus 
le nombre de zéros de l'opérateur À (n). Nous obtenons r = n — 
+ m —s. Calculons également ce nombre à partir de l'équation 
A*B*ÿ = 0. Pour cela reportons-nous à l'équation 


n* 


Bin D pti (4.22) 


où y, sont des constantes. Comme cet opérateur est susceptible d'avoir 
un régularisateur (A*), les conditions de résolubilité de (4.22) devien- 
aent : 

n* 


2 Ya (En 49 =0 (j=1,2,...,m). 


La matrice l s. %,) || est conjuguée de la matrice || (4x, Ÿj) I 
et donc a le même rang s. De la sorte nous aboutissons également à 
l'égalité r = n* + m* — s. On a en définitive 


n—n*—=m* —m  (Ind À = — Ind B). (4.23) 


Comme l'introduction d’un opérateur complémentaire complètement 
continu laisse inchangé le second membre de l'égalité (4.23), nous 
parvenons au résultat recherché *). 

Renforçons le résultat obtenu. Montrons qu'est vérifiée une éga- 
lité plus générale Ind (4 + €) = Ind C, où C est un opérateur borné, 
dont la norme est inférieure à || B ||"! (B est comme auparavant le 
régularisateur de l'opérateur À). Nous avons BA = I -— T. Alors 


B(A+C)=1+BC+T=— 
= (1+ BC)[1 + (1 + BC)"TI = (1 + BC) (1 +T;), (4.24) 


où T'et T, sont certains opérateurs complètement continus. I] découle 
de (4.24) que l’opérateur À + C a pour régularisateur (1 + BC)-'B. 
Vu la contrainte (|| B || [| C || << 1), le nombre de zéros de ce dernier 
coïncide avec le nombre de zéros de l’opérateur B. Il est évident éga- 
lement que les opérateurs B* et B* (1 + C*B*)-! auront un même 
nombre de zéros. Ainsi nous sommes conduits aux égalités 


—Ind À = Ind B = Ind B (1 + BC)! = — Ind (4 + OC). 


*) On a omis de démontrer dans l'exposé que les opérateurs À * et À * + 
+ T * ont un nombre fini de zéros. 
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Notons que sous la condition || € [| << 1 il est possible de résoudre 
l'équation (1 + C) ® = f par la méthode des approximations suc- 
cessives. 

Il découle de ce qui a été démontré que la question de la résolu- 
bilité d’une équation opératorielle (avec un opérateur borné) se 
ramène à l’établissement de la possibilité de sa régularisation et à 
la détermination de tous les zéros de l'équation adjointe. On doit 
cependant trouver pour la construction de la solution complète 
tous les zéros de l’opérateur et pour cela établir d’abord leur nombre. 
Il est donc important de déterminer la valeur de l'indice de l’équa- 
tion (puisque le nombre de zéros de l'équation adjointe doit être 
connu sans faute lors de l'établissement des conditions de résolubilité). 
C'est précisément pour cela que l’on découvre la possibilité d’une 
régularisation équivalente. 

I1 se peut (on rencontre justement un pareil cas dans certains pro- 
blèmes de la théorie de l’élasticité (cf. $ 29)) que l'étude des équations 
se termine par le calcul des fonctions propres de l’opérateur adjoint, 
nécessaires pour les conditions de résolubilité, et que la recherche 
des fonctions propres de l'équation initiale soit superflue puisqu'el- 
les n’ont aucune influence sur la résolution du problème aux limites 
initial. 


$ 5. Problème aux limites de Riemann dans le cas 
des coefficients discontinus et des contours non fermés 


Dans les problèmes aux limites considérés aux paragraphes pré- 
cédents les coefficients G (£) et g (t) sont des fonctions continues et 
les contours correspondants Z des contours fermés. La solution ob- 
tenue (fonction analytique par tranches) peut être automatiquement 
prolongée par continuité sur le contour. En élargissant la position 
du problème aux limites pour le cas des contours non fermés et en 
tolérant pour les coefficients G (t) et g (t) des discontinuités de pre- 
mière espèce, on est conduit à introduire en qualité de fonctions 
admissibles des fonctions possédant aux points de discontinuité des 
coefficients et aux extrémités des contours des singularités intégra- 
bles. La nécessité d’une telle contrainte est liée à des considérations 
d'ordre aussi bien mathématique que physique (dans les applications). 
La contrainte introduite assure l’unicité de la solution et la condi- 
tion de limitation de l'énergie pour les problèmes aux limites qui 
ont une signification physique. 

Par un procédé très simple utilisant l'introduction des disconti- 
nuités correspondantes aux extrémités des arcs, le cas du contour 
non fermé peut être ramené à un problème relatif à un contour fermé. 
Pour cela il faut réunir les extrémités des arcs par des courbes qui 
ne se coupent pas, de façon à former un contour fermé. Sur les cour- 
bes auxiliaires on doit poser G (t) = 1 et g(t) = 0. On est’ ainsi 
5—0340 
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conduit au problème relatif à un contour entier pour lequel les coef- 
ficients préséntent des discontinuités en certains points. Dans ce 
qui suit le cas des contours non fermés sera, en tant que cas particu- 
lier de la solution générale, l’objet d’une étude particulière du fait 
de son importance primordiale pour les applications. 

Passons à la solution du problème de Riemann pour un contour 
fermé dans le cas où les fonctions G (t) et g (t) présentent en certains 
points des discontinuités de première espèce et la fonction g (t) 
a en outre des singularités de la forme 


g* (1) = 
EO=, x: (2.1) 
où a << 1 et g* (t) est de classe H-L. 

La solution du problème de Riemann peut être recherchée sous 
la forme de fonctions appartenant à différentes classes. On peut, ain- 
si, par exemple, rechercher une solution bornée en tous les points 
de discontinuité des coefficients. On peut aussi rechercher une so- 
lution non bornée, maïs intégrable en tous les points de discontinuité 
des coefficients. On peut enfin rechercher une solution bornée dans le 
voisinage de certaines extrémités et non bornée dans le voisinage 
de certaines autres. Par solution non bornée intégrable on entend une 
solution présentant des singularités de la forme 


C 


rie (a < 1). 


[D+ OI<: 


Aux points où le coefficient g (t) a une singularité de la forme 
(5.1) les fonctions O+ (f) ont une singularité de même caractère que 
(2.28). 

Etudions le problème de Riemann à coefficient G (f) continu. 
Considérons tout d’abord le cas où le coefficient G (f) présente une 
discontinuité en un seul point du contour, à savoir au point t,. In- 
troduisons deux fonctions auxiliaires (2 — z,)Y, (z — t,)*, où z, € D*, 
y = a + iB est un certain nombre complexe. Les points de ramifi- 
cation de la première fonction sont les points z, et æ, ceux de la 
seconde fonction sont respectivement t?, et co. Dans le plan coupé 
le long de la courbe réunissant les points z, et #, et allant à l'infini 
ces fonctions sont univoques. Formons une fonction analytique par 
tranches « (2), définie par les relations 


2—t hs 


a (2)= (1), (= (2 


L'univocité de ces fonctions dans les domaines correspondants 
est assurée par des coupures adéquates. Ces fonctions sont continues 
en tous les points du contour ZL sauf au point f;. 
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Introduisons une nouvelle fonction 


Q (= 0 = (+1 2)", 


&* (1) 
d’où 
© (10) — e-2riy 
Q (t1+0) ° 


Examinons le comportement de la fonction w (z) au voisinage du 
point t,. Introduisons un repère polaire local, plaçant son origine 
en ce point: 


o* (z) — (z mis t;)" — eŸ Jn(z-t1) — rte -B6ei(B In r+ab) 
2 — li —= rei®, 


Donc pour & > 0 la fonction w* (z) admet au point t, un zéro d'ordre 
œ; pour &« << 0 un pôle d'ordre —a (la condition d’intégrabilité 
conduit à la condition —1 << «). Finalement, pour &« = 0 la fonction 
w* (z) reste bornée sans tendre vers une limite définie quand le point 
z tend vers le point #,. De propriétés analogues jouit la fonction 
&” (z) au voisinage du point é.. 

Passons à la résolution concrète du problème homogène de Rie- 
mann (3.4). Rappelons que pour l'instant nous ne considérons que le 
cas où la fonction n’admet qu’un seul point de discontinuité. Défi- 
nissons maintenant y de la façon suivante: 


_ | G (t, —0) æ 

= MGR +0 (5.2) 

et formons les fonctions w* (z) et w- (z) correspondant à la valeur 

donnée de y. Introduisons une nouvelle fonction analytique par 

tranches ®, (z) en posant ® (z) — « (z) ®, (z). La condition aux 
limites (3.4) prend alors la forme 


D()=G()® (1), G()=S (EG (). (5.3) 


Le coefficient G, (t) du problème auxiliaire de Riemann est d’em- 
blée une fonction continue sur tout le contour L, y compris au point 
t,. Comme la fonction analytique par tranches ©, (z) est continue, les 
singularités de la fonction ® (z) ne seront déterminées que par le 
comportement de la fonction w (z) au voisinage du point de discon- 
tinuité. Or, ce comportement ne dépend que du choix de la branche 
du logarithme dans la formule (5.2). Si l'on ne tolère que des solu- 
tions bornées, on doit avoir l'inégalité 0 Rey << 1. Si l’on tolère 
des solutions non bornées, on doit avoir l'inégalité —1 << Rey < 0. 
La limitation à gauche dans la dernière inégalité est liée à la condi- 
tion d’intégrabilité. 

Il est intéressant de construire des estimations analogues directe- 
ment pour le coefficient G (t). Notons 8 l'accroissement d’une bran- 
che quelconque de l'argument de G (t) quand on parcourt le contour 


se 
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L. Il est évident que 8 représente la discontinuité de l'argument de 
G (t) au point de discontinuité, aussi 


G(t,—0) 


Ha) = 10 
Giro) — PE: 
et par conséquent, 
__ 4 G(ti—0) _ 8 . Inp 
Vu In G(t1+0)  2n TT or» 


où le nombre entier x doit être choisi conformément aux inégalités 
données plus haut, qui prennent maintenant la forme 


Sac, —1< x <O. 


Donc pour la classe de solutions bornées on a x = ([0/ (2x)] *) 
et pour la classe de solutions non bornées, x = [8/ (2x)] + 1. Si 
6/ (2x) est un nombre entier, seule la première condition est remplie 
à cause des contraintes imposées à Re y. La solution, tout en restant 
bornée au voisinage du point £,, ne tendra pas vers une limite à l'ap- 
proche du point t,. On appelle alors le point de discontinuité point 
de valeur automatiquement bornée. 

Calculons maintenant l'indice du problème auxiliaire de Rie- 
mann, c'est-à-dire l’indice de la fonction G, (#): 


G (t1—0) 
G(t1+0) 


Ind G; (t)— — In | 1 jnerrix y. 


27i 


On appellera cette valeur indice du problème initial de Riemann. 
Ainsi la valeur de l'indice dépend de la classe de solutions choisie 
lorsque le coefficient G ({) présente une discontinuité. 

Etendons les résultats obtenus au cas où le coefficient G (t) 
admet des discontinuités de première espèce sur l’ensemble des points 
Li, Los + + + tn. Sur chacun des arcs on peut définir arbitrairement 
pour la fonction In G (t) une branche (tout en interdisant le passage 
d’une branche à l’autre aux points intérieurs à ces arcs). Comme pré- 
cédemment, nous introduirons en chaque point £,; une variation 
8, de l’argument de la fonction G (t). On obtient alors 


_GUn—0) _, ,isz 0 
G (tr +0) — PRE ? (k -= : nt | cs te 
Posons maintenant 
— 1 G (tr — 1) _ 0h . In PR 
Va — 2ni NE, +0) 9x  #kl—5x 


*) Le crochet { ] indique la partie entière du nombre. 
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où les nombres *x, sont définis comme précédemment en fonction de 
la nature de la singularité au point considéré. Introduisons une nou- 
velle fonction analytique par morceaux 


nr 


D(2= ÎT &s (2) ®i (2) 


où la désignation w, (z) veut dire que la fonction est définie par le 
point #,. Il est clair que les coupures du plan sont effectuées diffé- 
remment pour chaque fonction w, (z) (pour le même choix du point 
Zo). 
Pour la fonction ®, (z) nous obtenons le problème aux limites 
à coefficient continu 


n 
Di (= [TE 20) "6 (9 D: (D). 

On peut montrer comme auparavant que l'indice du problème 
auxiliaire de Riemann que nous considérerons également comme in- 
dice du problème initial est defini par la somme suivante : x = x, + 
+ Ho FT... FX. 

La construction de la solution définitive ne présente pas de dif- 
ficultés. 

Passons au problème non homogène de Riemann (3.2). Nous 
supposerons pour l'instant que la fonction g (t) est de classe H-L. 
Conformément à ce qui précède, passons à la résolution du problème 
aux limites auxiliaire à coefficient continu 


Di (= ÎT E—20) 7" 6 (6) © (0) + [T 2) 4e CE. 


R=1 


En remplaçant le coefficient Il (té — z,) "à G (t) par le rapport des 
i 


k= 
fonctions canoniques (3.11) on peut exprimer la condition aux li- 
mites sous la forme 


n .- _y, 
Qt) _ © (9 eut uns 


XT (+) X5 (t) XX (+) 


La solution de ce problème est de la forme (3.17) et s'écrit 
ainsi: 


D, (z 
nr = Ÿ (2) + Pas (c), (5.4) 


où P,-1 (2) est un polynôme de degré x — 1 pour x> 1; pour x < 1 
le polynôme fait défaut. 


70 ÊLEMENTS DE THÉORIE DES ÉQUATIONS INTÊGRALES [CH. I 


Rapportons maintenant l'expression de la fonction cherchée 


ñn 


D+(2)= Î] (—)MXE (6) LU+ (2) + Pas (OL, 


(5.5) 


D-()= |] (4) * Xi GIE) + Pau (OI. 


n 
ES | si 


Plus haut on a utilisé les notations : 


X+(2)=et@, XT(z2)=(2— 20) *el-G), 


In [(c—2)7* [] (t—2) 7 "*G ()] 
k=1 


T—2 


r (z) EC TR dt, 
L 


n 


| [I G—) © 


k=1 
F(G)= 2ri X?(T) (T—2) 


dt. 


De la structure de l'expression de la fonction Y (z) découle la né- 
cessité de la contrainte Rey, << 1 que nous avons introduite précé- 
demment (sans justification satisfaisante). Pour x << 0 le problème 
aux limites est résoluble sous les conditions analogues à (3.18): 


. -Y 
[[ Gt) et) 


| kami TC —— vi-igx—0 (j=1, de. —X—1). 


Admettons qu'aux points £,, ?,, ..., t la fonction g(t) se 
représente par: 


où vs = ar + iBr (0 «x <L'1) et la fonction g* (t) est de classe 
H-L partout sauf aux points ë, £ ., t, où elle présente des dis- 
continuités de première espèce. 

Supposons tout d'abord que les points spécifiés #, #5, ..., &; 
sont différents des points de discontinuité du coefficient G (t). Dans 
ce cas la solution (5.4) reste également valable. Il est vrai qu'en vertu 
des formules (2.31) la fonction ®° (z) aura alors au voisinage des 


L À 
a? . 


; , : 2 NY se 
points {, une singularité de la forme (z — t;) À,et au voisinage des 
points t,; une singularité logarithmique. La coïncidence d’un des 
points f, avec le point de discontinuité du coefficient G (ft) n'intro- 
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duit pas de changement dans le comportement de la fonction 


LL 4) 8 
k=1 


X5 (T) ° 


La coïncidence d’un des points t, avec le point t, pourra entraîner 
une addition des singularités. Si la somme @&;, + ax << 1, la théorie 
que nous avons considérée n’est applicable que pour les solutions non 
bornées au point f, (sauf «, = O0). 

En qualité d'application étudions le problème de Riemann pour 
un système de contours non fermés L;, L:, ..., L, (dont l'ensemble 
est désigné par L dans ce qui suit) quand le coefficient G (t) est iden- 
tiquement égal à une constante c << 0. Ce cas est important pour son 
application en théorie de l’élasticité (voir plus loin aux & 26 et 27). 
Désignons par a, et b, les extrémités des arcs (a, est le début du par- 
cours, b, l'extrémité). Conformément à ce qui précède, nous pouvons 
réunir les extrémités b, et a, +, par des arcs suffisamment arbitraires 
Ly (nous désignerons ce système d’arcs par L’). L'ensemble des con- 
tours Z et L’ forme un contour ferme. 

Ainsi, nous parvenons de nouveau au problème aux limites de 
Riemann (3.2). Le coefficient G (t) = c << 0 sur les arcs L;, alors 
qu'il est égal à un sur les arcs L}. Le coefficient g (t) est nul sur les 
arcs L,. Définissons en tous les points a, et b, les relations *): : 

G(ax—0) _ 1 


ER =i: ne p. Ur 
GaEn ee Ve gt til, Co 


| ; : Inlc| 
Mag ip, =. 


= ce'T, 


Le cran (ou son absence) sur y, indique que la valeur est prise respec- 
tivement aux extrémités b, ou ax. 

Nous cherchons tout d'abord une solution devenant infinie en 
toutes les extrémités, de sorte que les nombres entiers x, et x, dé- 
finis par les formules précédentes sont respectivement égaux à x = 0, 


x" = 1, d’où y; — + + ip, y» = — + — if. On obtient donc que 


l'indice du problème de Riemann est égal au nombre d’arcs n et 
que le coefficient du problème auxiliaire revêt dans son expression 
définitive un aspect très simple G; (ft) = (t — z)". La recherche de 
la fonction canonique est élémentaire : on trouve À (z) = 1, X°5 (z) = 
— (2: — z,) 1. Par conséquent la solution définitive tirée des for- 


.__*) Le choix de valeurs de 6 introduit ici diffère légèrement du choix propo- 
sé plus tôt (voir page 67), ceci se manifestant dans un choix autre de nombres 
x (cf. S. Gakhov (1). 
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mules (5.5) se représente sous la forme 


Il ( 2—bk à Il Van) (T—b») £ (x) 


D — + 
Il VE—anG—) | I ( 7 }” (T—:) 
és 2—b ib 
Il (  . | 
Pi), (5.6) 
Il VŒ— a) G—b) 


où P,_. (z) est un polynôme de degré 7 — 1. I] convient de souligner 
que les radicaux figurant sous le signe d'intégration ne sont pas des 
fonctions multivoques, car le système de coupures choisi (z, — a, — 
— ©, Z9 — by, — ©) entraîne leur univocité. En d'autres termes, 
il s’agit chaque fois de l’une quelconque des branches de la fonction 
multivoque dans le plan coupé le long des arcs L;. 

Passons ensuite à la solution bornée en tous les points a,, mais 
comme auparavant non bornée aux extrémités b,. Dans ce cas nous 


aurons les égalités x, — — 1 et y, — + + if. L'indice du problè- 


me de Riemann est égal à zéro et la solution, compte tenu de (5.5), 
s'écrit 
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Dans les cas où l’on recherche une solution bornée en toutes les ex- 
trémités, l’indice s'avère égal à — 7 et la solution s'écrit 


dG)= I (2) VE ae) x 


R=1 ne 
x À ——— "1 x. 63 
RE  — 
à I ( +) Van Cm 


L'expression (5.8) vérifie la condition à l'infini (et par conséquent 
représente la solution] du problème de Riemann) si l'on a les relations 
suivantes 


À ————— 2 ——— 5-tar-0 (=T,2:.:, nr 1: 
D 
. Il (=) V'(t— ax) (T—b») 
(5.9) 


L'analyse des solutions (5.6) à (5.8) montre qu'en fonction de 
certaines contraintes imposées aux extrémités a, et b, il convient 
de déplacer les radicaux correspondants du dénominateur au numé- 
rateur et inversement. L'indice, lui, est toujours égal au nombre 
d’'arcs moins le nombre d'extrémités en lesquelles la solution est 
bornée. 

Notons que les intégrales figurant dans les expressions (5.6) à 
(5.8) peuvent être calculées sous une forme compacte si la fonction 
g (t) est un polynôme (cf. N. Muskhelishvili [4}). 


$ 6. Equations intégrales singulières dans le cas 
de coefficients discontinus et de contours non fermés 


De même qu'on a élaboré au $ 4 la théorie des équations inté- 
grales singulières en se basant sur la théorie du problème aux limites. 
de Riemann pour les contours fermés, on construit la théorie corres- 
pondante des équations singulières sur la base du problème aux li- 
mites pour les contours non fermés. 

L’équation intégrale pour le cas considéré coïncide en apparence 
avec l'équation (4.1) ou (4.1) si l’intégration est étendue à tout l’en- 
semble de contours non fermés L; (j = 1,2, ..., n) désigné comme 
au $ 5 par L. Aïnsi, nous considérerons les équations intégrales de la 
forme 


Kq=a(t)q(t) +2 ES ADS dr +Î Ke r)p(r)dr=f(t), (6.1) 


2, b(t), 1 EH (A, À). 
L'équation associée est comme auparavant l'équation (4.2). 
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On peut établir à l'appui de l’anslyse de la solution des équations 
intégrales singulières pour des contours fermés que la fonction recher- 
chée appartient à la même classe H-L que le second membre. Il 
est évident que dans le cas considéré ce résultat ne sera plus de ri- 
gueur. Plus encore, il faut, pour construire la solution, définir à 
l'avance, en partant de considérations complémentaires (peut- 
être physiques), l’ordre de la singularité aux points d’extrémités 
(de la même façon que lors de la considération du problème aux 
limites). 

Il est commode pour la suite de l'exposé d'introduire une nou- 
velle désignation des extrémités des contours. Nous les désignerons 
par une même lettre «c» avec un indice tel qu’aux extrémités 
Cn (k = 1, 2, ..., g) la solution soit bornée, alors qu'aux extré- 
mités restantes (k = q + 1, g + 2, :..,-2n) elle sera non bornée, 
mais certes intégrable. Nous dirons maintenant que la solution de 
l'équation intégrale appartient à la classe À (c;, c2, . .., Ca) si 
elle est bornée aux points c,; (k = 1, 2, . .., qg) et non bornée aux 
points cc, (k=g+1, g+2,..., 2n). Nous entendrons par so- 
lution associée de l'équation associée la solution en classe 
h (Co+1r Cotes + + Can), dite classe associée. Comme dans le cas 
des contours fermés nous exigerons que la condition a (t) — b° (t) Æ 
Æ Ô soit vérifiée. 

Considérons d’abord l’équation caractéristique 


Kp—a(t) p(t+ 20 | SO L ;(. (6.2) 
L 


Moyennant l'intégrale de type Cauchy 


q (t) 
dt 


O (z) = 


_. T—t 


passons au problème auxiliaire de Riemann 
La (€) + b (4) D (6) = La (t) — b (t)] D- (6) + f (6). (6.3) 


La solution générale de ce problème s'écrit au moyen de (5.4) où 
X (t) est une fonction canonique bornée aux mêmes points ci, Ce, - . 

. Cas OÙ, conformément à la terminologie introduite, une fonc- 
tion de classe À (C15 Cas + + +, C9). La solution de l'équation (6.1) 
se représente alors sous la forme 


pas) (OT UE D ( Z (D Puu(#), (6.4) 
L 
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où 


Z(8) = Le (+6 (01 X* (6 = 1e (90 (1 X- (9 = ÎT E— 0) "rer". 


bi =” 2) + b (£ < 
r'(t)— zx | n{[e (4) LOOVEOE O1 Gr =D 


Les constantes x, sont définies conformément au type de singularité 
aux extrémités, le polynôme est de degré x — 1, puisque O () est 
toujours égale à zéro. Le polynôme fait défaut lorsque x< 0. Pour 
x << 0 la solution du problème de la classe mentionnée existe si 
et seulement si sont vérifiées les conditions 


| dia =0 (=1, 2, ..., —%). (6.5) 
L . 


Considérons maintenant l’équation associée à AneNues caracté- 
ristique 


T—t 


K'p= a (#) b (+ 100 gp (60 
L 


Moyennant l'intégrale de type Cauchy 
__1 {by 
Dear | rs -dr 


nous passons au problème aux limites 


[a () — b ()1Q+ (4) = La (#) + b (1 RQ (6) + fi (6). 
(6.7) 


Il découle immédiatement de ce qui précède que la fonction 
X" (z) = 1/X (z) représentera la fonction canonique du problème 
(6.7) en classe associée. Par conséquent l'indice du problème asso- 
cié en classe associée sera égal à l'indice du problème fondamental 
avec le signe contraire. 

La solution générale de l'équation (6.6) en classe À (cy+1 Coper - + - 

... Con) S’écrit sous la forme 


PE) =a(bh()+ 3 er ra 7 Ph (. (6.8) 


\T—t 


Pour —x< 0 le polynôme n'existe pas et de plus pour —x << 0 
l'existence de la solution implique que soient vérifiées les conditions 


f2(86() fit) dr=0 (j=1, 2, ..., #). (G.9) 


L 
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11 découle de la représentation (6.8) que les solutions de l’équa- 
tion homogène sont les fonctions 
DO = É (=1, 2, ..., —%»). 
Donc les conditions de résolubilité de l’équation initiale, données 
ci-dessus sous la forme (6.5), peuvent être représentées sous la forme 
traditionnelle 


À #0), (x) &r = 0 (j=1, 2, ..…, —%). (6.5’) 
L 


La comparaison des résultats obtenus nous conduit à la formula- 
tion du théorème de Nœther pour les équations singulières caracté- 
ristiques sur les contours non fermées sous la même forme que pour 
les contours fermés (voir $ 4). Pour la résolubilité de l'équation 
intégrale (6.3) dans la classe h (c;, c, . .., c,) il faut et il suffit que 
la condition (6.5”) soit vérifiée, pour la résolubilité de l'équation 
associée (6.4) dans la classe associée il faut que soient vérifiées les 
conditions (6.9), celles-ci pouvant être représentées également sous 
la forme 


foto (G=1, 2, ..., %), (6.9) 


L 


où ;(t) est la solution de l'équation initiale homogène. 

Remarquons que la condition d'égalité de l'indice de l’équation 
à la différence du nombre de solutions des équations homogènes 
initiale (4) et associée (k’) est également vérifiée. En effet À = x, 
k’ = 0 pour x> 0, et k = 0, k° = — x pour x < 0. 

Passons à la considération de l'équation singulière complète 
(6.1). La méthode exposée au $ 4 d'étude des équations intégrales 
singulières sur des contours fermés se transpose naturellement au 
cas examiné avec des généralisations adéquates conditionnées par 
la présence de singularités dans les noyaux et la solution cherchée. 
Nous conviendrons d'admettre comme indice de l’équation complète 
(certes en même classe h (c;, c:, . . ., c,)) l'indice de sa partie ca- 
ractéristique. 

Dans le cas où x > 0 nous réalisons au moyen de l’opérateur (6.6) 
une régularisation à gauche, qui nous conduit à l'équation intégrale 


K'Kœ = K'f, (6.10) 


équivalente à l'équation initiale. Il est à remarquer que cette équation 
n'est pas, strictement parlant, une équation de Fredholm, puisque 
son noyau possède des singularités aux extrémités des contours. Rap- 
pelons toutefois qu’au $ 1 nous avions démontré que les alternati- 
ves de Fredholm étaient vérifiées pour ce cas. Quant aux singularités 
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de la fonction recherchée, on en a parlé au $ 5 en considérant les 
problèmes aux limites. Il est important que les classes associées soient 
introduites précisément de façon à éviter que les singularités s’ajou- 
tent (ceci pourrait conduire à l’apparition de singularités non inté- 
grables). 

Dans le cas où x << 0 il faut réaliser une régularisation à droite. 
Remarquons que quand deux fonctions ® (£f) et w (t) appartiennent 
à des classes associées, l'identité (4.3) est vérifiée pour les contours 
non fermés. Les démonstrations des théorèmes de Noether reprodui- 
sent les démonstrations pour le cas des contours fermés en tenant 
compte de la structure concrète de l'opérateur (6.6) et du fait que 
les solutions des équations initiale et associée sont considérées en 
classes associées. 


$ 7. Intégrales singulières bidimensionnelles 


Lors de l’exposé de la théorie des équations intégrales de Fred- 
holm le cas d’une seule variable n'est considéré que pour simplifier 
l'écriture, bien que par ces mêmes méthodes on puisse obtenir des 
resultats entièrement analogues pour une dimension arbitraire. 
Par contre, la transposition de la théorie considérée plus haut des 
intégrales unidimensionnelles singulières et des équations intégra- 
les au cas d'une dimension plus élevée s'avère dans une grande me- 
sure impossible. L'élaboration de la théorie correspondante est liée 
au développement de méthodes spécifiques. Remarquons également 
qu'on peut étudier le cas de deux dimensions par des procédés beau- 
coup plus simples que pour le cas d’une dimension arbitraire. Aussi 
limiterons-nous à ce cas tout en tenant compte du fait que les équa- 
tions intégrales des problèmes spatiaux de la théorie de l’élasticité 
(voir chap. VI) sont des équations bidimensionnelles. Notons tou- 
tefois que la théorie des équations bidimensionnelles peut être 
transposée en plus grande partie au cas général. 

Soit F (q) une fonction définie sur une certaine surface S (que 
nous supposerons tout d’abord être un plan que l’on désignera par 
[1). Considérons un point quelconque q, et soit IT, une région de I 
dont tous les points se trouvent à une distance du point q, inférieure 
à €. Supposons que sur la partie restante du plan la fonction F (q) 
soit intégrable pour tout &. Si existe la limite 


lim F (q) dS a, 
° n°0, | 


elle est appelée intégrale singulière et notée 


| F (9) 483. 


78 ÊÉLÊEMENTS DE THÉORIE DES ÉQUATIONS INTÉGRALES (CH. T 


Nous considérerons maintenant les intégrales singulières de la 
forme 


Î Æ (or 9) u (9) Sa. (7.4) 


II 


Nous supposerons au début que la fonction u (g) vérifie la condition 
H-L et qu'elle décroît à l'infini comme 1/ | q [P (B >> 0). Nous nous 
limiterons également au cas où le noyau Æ (q g) peut être repré- 
senté par 


Æ (Go, 9) = my / (go, 8), (7.2) 


où r = r (%o, 9) est la distance entre les points get q, et 0 l’angle que 
forme le rayon allant du point q, au point q avec une droite orientée 
fixe. La fonction f (gs, 0) est appelée caractéristique d'une telle in- 
tégrale singulière, la fonction u (g), comme auparavant, densité. 

Etablissons les conditions d'existence des intégrales singulières 
introduites plus haut. Nous avons 


| Æ (Qos 9) u (g) dSs = | K (go, q)u(g) dS, + 
II 


r>i 


+ [Kw 9) lu (9)—u (ao) dSs+u (go) | (Go 9) dSa (1.3) 


ri r<1 


En vertu des contraintes imposées les deux premières intégrales sont 
absolument convergentes. Pour estimer la troisième intégrale nous 
introduisons (dans le voisinage du point q.) un repère polaire local. 
On a alors 


; > 1 
| Æ (do 9)4S;= lim Î Æ (go 9) dS4= lim In — f(go, 8) dZ, 
r>1 e-0 , <i L 


où L est un cercle de rayon & centré en g,. La limite du second mem- 
bre existe si et seulement si 


Î f (os 8) dL = 0. (7.4) 
L 


Donc la condition (7.4) est la condition d'existence des intégrales 
singulières de la classe considérée. Dans ce qui suit nous supposerons 
que cette condition est toujours vérifiée. 
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A l'appui de notre exposé précédent nous obtenons pour l’intégra- 
le singulière à partir de (7.3) la représentation 


ÎÆG@o D u(DdS4= | Ko 9) u (9) dSs+ 
II 


r>0 


+ À Æ (dos 9) 1e (9) —u (go)l ds. (7.5) 
r<Ô 


La possibilité de remplacer l’unité (lors de la définition du domaine 
d'intégration) par une constante arbitraire 6 est évidente. 

Admettons que pour des raisons quelconques (voir plus loin le 
cas d’une surface arbitraire) la forme du domaine découpé diffère 
d’un cercle. Supposons que l'équation de la frontière de ce domaine 
6, (auparavant circulaire) est: r = & (€, go, 0). Nous supposerons 
qu'’existe la limite 


lim LE te À 28 (90 6) > 0. 


e—0 


Etendons maintenant la représentation (7.5). Nous avons 


lim \ 1 (Go:0) Got) u (q) dS, = | RAC Go, 9) u (q) dSa + 


7 I-0, r>0 


+lim [ He pu (9) —u (90)] Se 
SL a<r<0 


—u(g)lim | (go 8)Ina(e, 9 8)dL. 
L 
De la condition (7.4) découle 
{ F(qw 8)Ina(e, go 8)dL= [ f{g 6)1n Em À, 
L L 


Par conséquent 


im [ M ,(as= [M L (pas 
RÉ à ñl 


— u.(90) | (90; 6)InB(go 6) dL. (7.6) 


L 


On a ainsi montré que l'intégrale singulière peut être aussi dé- 
finie par d'autres procédés (pour une fonction arbitraire B (q,, 8), 
toutefois dans ce cas la condition de son existence sera toujours 
l'égalité (7.4). Il est clair que pour B = 1 les formules (7.5) et (7.6) 
conduiront à un résultat identique. 
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Démontrons que l'intégrale singulière 


(go) = | Æ (do 9) u (9) 48 
Il 


vérifie la condition H-L si la caractéristique f (q,, 8) est continü- 
ment dérivable par rapport aux coordonnées cartésiennes du point 
get par rapport à l'angle 8 (par conséquent nous avons l’estimation 
grad X (go, g) = © (r”*) quand r —+ 0) *). Nous partirons de la repré- 
sentation (7.5). Le premier terme est une fonction admettant des 
dérivées continues. Aussi arrêtons-nous uniquement au second terme 
que pour des raisons de commodité nous noterons & (g,). Soit la 
constante | k | < 6/2, alors 


© (40 + h) — © (qo) — | K (qgo+h, [g)[u(qg)—u (90 +h)l dSa3— 
lgo+h —-ql<0 
= | Æ (go; 9) [u(g)— u (g0)] dSa= 
lgo-ql<Ô 
—= | K (go+h, qg)[u(q) —u (go + h)] dS3— 
Igo—qi<8-1|hl 
— | K (Qo, q) [u (q) — u (qo)] dS a + 
lgo—gqi<ô-1h] 
+ K (go+h; 9) Lu (9) —u (go + À) dSa— 


(lgot+h-aqi<8)f\(Igo-al>8—1À1) 


— | K (qo, 9) [u(g) —u (go) dSa.(7.7) 


ô-1h|<1qo —qi<0 


Dans les deux derniers termes les fonctions sous le signe somme sont 
bornées et l’aire de la surface d'intégration est de l’ordre h. Parta- 
geons chacune des deux premières intégrales en intégrales étendues 
à la surface du cercle [g —g|<2|h]|et de l'anneau 2 | Rk | < 
<< | —gl<ô—]|hk]|. Alors, compte tenu des inégalités 


[uw (g) — u (Qo) | | À (go D I << CE, 
[u(g)—u(go+h)l IÆ (go+ h, g)IKCrt-E (ri =1go+h—gl) 


*) Lo résultat formulé porte le nom de théorème de G. Giraud (cf. S. Mikhli- 
ne {[5]) que l’on peut considérer comine la généralisation du théorème de Ple- 
melj-Privalov ($ 2). 
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sous obtenons les estimations 


| | K (Go: q) [u (a) —u (a0)] dS9| < C | ra? dSa=Cilhlf, 
r<2 |hl | r<2 |A] 


(7.8) 
K (go+h, q) [u(g) —u(qo+ h)] dS, < 
r<2 |hl 
<C | r7-245,<0 ra-2 dS4= Ce [hs 
r<2 |h| r1<31h| 


Pour calculer les intégrales étendues à la surface utilisons la trans- 
formation identique 
lu (9) — u (go + À)I Æ (go + k, g) — Lu (g) — u (g0)] K (go, 9) = 
= (u (g) — u (go + R)ITX (go + À, q) — K (Go 9) — 
— [u(go + k) — u (q)l A (Go, 9). 


En vertu de la condition (7.3) l'intégrale du second terme disparaît. 
Des conditions du théorème vient l'estimation! 


[À (go+ À, y) — K (Go DIT 


où g, est un certain point situé entre get go + k. Comme |g —g|> 
1 | À | et comme dans le domaine d'intégration r > 2h, alors 
[g —gl>r/2; mais puisque la fonction w (q) vérifie la condition 


H-L d'indice «, on a 
lu(g)—u(q+h)| 1 (go+h, q) — K (go, g)| 
Call ET Ts cali CADE. 


Compte tenu de ces inégalités et de l'inégalité de Hôlder 
r+lkle<re+]h[Ie (cf. S. Sobolev [2]) nous obtenons en 
définitive 


a+i 
lu(g)—u(g+h)] IX (go+ h, q) — K (Qos 9) C4 Le Ë Pa LISE 


Utilisant l'inégalité précédente nous aboutissons à l'estimation 
suivante pour l'intégrale étendue à la surface de l'anneau: 


LK (go 2, 9) — K (os 9)] Lu (9) — u (90 + #9] dSa| < 

21h1<lgo-al<6-Ih] 

| ô—1h1] O—1h] à 

<C;lh] | | + <CrlhIS. 
21h] 21h 


Nous pouvons ainsi estimer le théorème de Giraud démontré. 
6-0340 
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Arrêtons-nous sur une question auxiliaire. Dans des conditions 
définies (cf. S. Sobolev 13]) la dérivée par rapport au paramètre de 
l'intégrale impropre se représente sous la forme d’une intégrale de la 
dérivée par rapport au noyau. On étudie plus bas un cas spécial où 
l'intégrale obtenue est une intégrale singulière. 

Considérons l'intégrale impropre 


.0 
U (Qo) = | IG? u (g) dSg. 
Il 


Supposons que la fonction w (g) vérifie les conditions formulées plus 
haut et que la fonction f (q,, 8) admet des dérivées par rapport aux 
coordonnées cartésiennes du point g, et par rapport à l'angle 6 qui 
vérifient la condition H-L. Nous avons 


LCL PT | LG 0 y (9) 48 (k= 1, 2) (7.9) 
r>E 


(z!, x, et x,, x, sont les coordonnées cartésiennes respectivement des 
points go et g). Nous avons l'identité 


Ô 0° 8 
re 3 | JG À y (9) ds = 


ox? 
re 
ô IG: à .6) 9 
r>e 7= € 


Les deux intégrales de droite convergent uniformément vers leur 
limite lorsque € —> 0. Aussi peut-on intervertir dans (7.9) l’ordre de 


dérivation et de passage à la limite. Nous obtenons alors l'égalité 
recherchée 


+ [0 à (9) 48, - \ + [ET | u (048, - 


(UE 4 


— (90) ;: f(go 8) aL (cos(r,z;)=). (7.10) 


De même qu’en théorie des équations singulières unidimension- 
nelles en théorie des équations bidimensionnelles (et en général 
multidimensionnelles), la question de la composition de deux inté- 
grales singulières joue un rôle important. Commençons par étudier 
la composition d'’intégrales singulière et régulière. 

Soit comme auparavant v (q) une intégrale singulière 


.8 
D (90) = | LU à (g1) dSqns 
HI 
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et w(q) une intégrale régulière 


w (go) = | ABLE u (9) dS4, 
ul 


où f1 (Go, 9) est une fonction bornée, y << 2. Passons à l’étude de l’in- 
tégrale itérée 

__ Ÿ fi (Gos 9) f (q. 0) ni: 

w (qu) je Les as: | ED u (0 dSue (710) 


Dans ce qui suit nous désignerons r (g,, q) par r et r (q, q,) par r. 

Démontrons que l’on peut modifier l'ordre d'intégration dans 
l'expression (7.11) et ceci nous conduit à une représentation régulière 
de la fonction w (q) par u (q). Nous avons 


w (90) = [LMD 45, lim | EL (9) 454, = 
rŸ e0 + Ti 
Tl r1>E 


lim [Ltd as, | M Las, = 
r L 


e—0 Il 


r1>Ee 
= lim [u(g)dss, | AGDIGO Ge. 
Er IT r1>e Te 


Les transformations effectuées ont été possibles du moment que 
l'intégrale singulière du premier membre de l'égalité tend unifor- 
mément vers sa limite. Considérons l'intégrale interne 


| : , 6 
Co 2) = im À MD 5, 
e—0 r ri 
r1>€ 
_ | f1 (do 9) f (gs 0) — f1 (Gos 91) f (gr, 0) dSa + 


rVr? 
TI 


… | Q 60 = 

+ fa (Go 91) lim | ID 75, (7.12) 

e—0 rVr? 
r1>€ 

Remarquons que la première intégrale est régulière. Représentons la 

dernière intégrale sous forme d’intégrale itérée en coordonnées polai- 

res : | 


f (gs, 8) DE 


Opérons dans l'intégrale interne le changement de variables r, = rt 
où r, est la distance de qg; à gi. Désignons par + l’angle gqoq. 
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Alors 
T 4 er d 1 
1 — : = [in 2 LB(r | O 
= — ————————_— — — : E 
\ rŸr; rè A t (1 12—21 cos p)*/? ro L E +8 (2 4) JO), 
2 


où B (r:, +) est une fonction bornée. Par conséquent, la fonction 
Q (Go D) présentera une singularité d'ordre r;*, ce qu'il fallait dé- 
montrer. 

On obtient un résultat analogue quand la composition est effec- 
tuée dans l’ordre inverse. Considérons maintenant deux intégrales 


Fig. 4. Schéma de disposition des points dans le plan. 


singulières (voir les notations sur la fig. 4) 


U (Qo) = | K3(gos q1)u(g:) dS gs 
Il 


w (qo) = | K2(%or 91) v (g3) ds, - 
Il 


(7.13) 


Etudions tout d’abord un cas particulier. Soit Æ, (go gq) = 
— einv/r2, K,(Qo, q) = cosw/r*, nr est entier. La formule (7.10) 
permet de récrire la seconde intégrale de (7.13) sous la forme 


Go) ; 
w (Go) = ( (9) dSu = — ( 2) 454 (i=1 ou 2). 
Il ‘rl 
Donc > 
ô 1 ; tn 
w (go) = ne] { trs dSq lim ( u (gs) dS q2- 
TI r1>e 


Intervertissant les opérations d'intégration et le passage à la limite, 
nous obtenons 
à : | ein0 
w (go) = — Er] lim \ u (g2) AS L Tr AS qe 


r1>e 
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Transformons l'intégrale interne: : 
à P14 
eine ine 1 r 1 1 e cos (0— «w) 
| FE dSg, — | ein {In + ln (1 D + 


r1>E 7x de 
+/1-2Æc0s(8—u)+#) + In |sin ù — j} d6. 


En portant cette expression dans la formule de w (9.), on obtient, 
compte tenu du fait que e —> 0, la formule 


PL 
w (Qo) = 2 | 2 454, | ein In | sin + | de. (7.44) 
Il | _ 


L'intégrale interne de (7.14) peut être calculée sous forme explicite 


no 


PL 4 
\ ei ]n | sin © 7—|&0 = EE —_— 


où le signe supérieur ns à n > 0 et le signe inférieur à 
n << 0. On obtient alors 


dSq. (7.15) 


La différentiation (conformément à (740) conduit à la solution du 
problème de RP _ intégrales singulières considérées : 


© {cos p+insinŸp)dSy (nÆ+1), 


+ 2n | u (g1) < 


ol nr 
w (go) = } 27% | u (1) —< as. — Zu (qo) (n—1), (7.16) 
Il 
n | à (9) 5 dS4 — 2nèu (99) (R= —1). 


(4 


Pour les noyaux X, (go, 9) et X, (Qo, 9) = à sin y/r? des raisonne- 
ments analogues sue aux formules 


{= 2 u (Qi) —  « sinpÿ+ncosŸ)dSyx (nÆ+1), 


w (90) = À 27 | w (an) < 2r2u (go) (m@=1), (7.17) 


IT 


—2n | u (91) * 


IE 


 dSy—2mu(g)  (n=—1). 


86 ÉLÉMENTS DE THÉORIE DES ÊQUATIONS INTÊGRALES [CH. T 


Introduisons pour l'opérateur singulier spécial la notation 


1 env 

hou = | = u (gi) dSu, 
il 

dans ce qui suit nous omettrons l'indice « 1 ». Avec les notations 

adoptées, les formules (7.16) et (7.17) (en ajoutant et retranchant) 

peuvent être mises sous une forme équivalente 


n +1 


n 


hh,u = + 


LPESUR 


hahu= + hu (nt), (7.18) 
hhu= —u, hh_iu— —u. 


De ces formules découlent les égalités 


huh, h=+ hu. 


T1 est aisé d’établir par induction la loi générale 
hu= hu, hou Tru (n>0). (7.19) 


Il s'avère commode pour la suite d'introduire un nouvel opérateur 
y a. ti . ae 
élémentaire h =— h. Toutes les formules précédentes se transfor- 


ment alors de façon évidente. Citons-en certaines qui seront impor- 
tantes pour la suite : 


in en 


hu — _ hu, hu = —— hu (n> 0). (7.20) 


L’utilité du changement de variables effectué apparaîtra plus tard 
quand on introduira la notion de symbole de l’opérateur (voir (7.28)). 
Nous conviendrons d’omettre dans ce qui suit le tilde. 

Considérons maintenant l'opérateur singulier 


* Au — @o (go) u (Qo) + | K (qo, g)u(q) dSi, K (os 9) — (Go, 8)/r?. 


Il 

(7.21) 

Nous supposerons que le coefficient a, (g) est borné et appartient à 

la classe H-L. Développons la caractéristique f (gs, 8) en série de 
Fourier *) 

f(Gor 8)— 2° ba (go) ei". (7-22) 


*) L'absence du terme zéro est due à (7.4). 
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Nous admettrons que la caractéristique vérifie la condition 
a 
| 1f2 (do. 8)d8] <C. (7.23) 
ô 


Il découlera alors de la théorie de Fourier (cf. par exemple D. Jack- 
son *[1]) que cette série converge en moyenne. 

L’exposé précédent permet de mettre le terme singulier de (7.21) 
sous forme d'une série : 


Qu (9) ee 45, D an (9) hu, (7.24) 
ñl n=— - 00 
21bn (q) i n 2b-n (g) ir" 
an (= EME, og (1 OC, (n>0). 
En incluant également le terme hors intégrale dans cette série nous 
mettons l’opérateur À sous la forme symbolique 


Au=— Ÿ a,h'u. (7.25) 
n=— — 00 
Supposons que soient donnés deux opérateurs singuliers À, et 
A, qui s’écrivent sous forme de développements en séries 


Lee) © 


Auwu= D alh'u, Au—= D) aïh'u. 


71 — —-©@ n=-œ0 


Revenons au problème de la composition de deux opérateurs de ce 
genre *). Soit Q (q) une fonction bornée de classe H-L. On peut dé- 
montrer que l’égalite 


hr (Qu) = Qh'u + Tu (7.26) 


est vérifiée. T est ici un opérateur régulier. De la structure des séries 
(7.25) (compte tenu de la possibilité démontrée plus haut de la trans- 
position des opérateurs réguliers et singuliers) découle alors la for- 
mule cherchée pour la composition des opérateurs À, et À, : 


AAu= D (ZX dn(pei(o)#u+Tu, (1727) 
où T est un opérateur régulier. Notons que la présence dans les opé- 
rateurs À, et À, d’autres termes réguliers n'implique qu'une modi- 
fication appropriée de l'opérateur T. 


._**) Dans ce qui précède ce problème n'a été considéré que pour les opérateurs 
élémentaires seulement. 
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Introduisons la notion de symbole de l'opérateur singulier À 
(7.21) (due à S. Mikhline). On appelle symbole la fonction à valeurs 
complexes ® (q,, À) définie par la série 


D(q, À) = Le an(g)ei (—n<Ài<n) (7.28) 


La notion de symbole peut être étendue à des opérateurs de forme 
plus générale 4” — À + T (Test un opérateur complètement continu). 
On appellera symbole de l'opérateur 4” le symbole de l’opérateur À. 
Il est évident que, défini de la sorte, le symbole de l'opérateur singu- 
lier ne dépend pas des termes réguliers et dans ce qui suit nous al- 
lons leur associer, pour faciliter l'exposé, un symbole égal à zéro. 
Ainsi, à la somme des opérateurs singuliers correspondra désormais 
la somme des symboles, à Jeur composition le produit des symboles. 

Remarquons que les coefficients de Fourier de la caractéristique 
coïncident en module avec les coefficients de Fourier de la dérivée 
00/67, de sorte que l’on a l'identité 


[ [F2 (Go, 8)148 = Î 5x [da (7.29) 


d'où découle, compte tenu de la contrainte (7.23), l'inégalité 


La formule (7.28) permet de définir le symbole de l'opérateur 
singulier d’après la caractéristique de l'intégrale singulière à partir 
de son développement en série de Fourier. On a pu trouver la somme 
de cette série et ceci nous a conduits à l'établissement du lien explicite 
existant entre ces fonctions: 


D(q, = a Pr as +5 ]/(0, 6) 48+ 


ÀA+z 
1 1 + 
+ | nr 5 | f (0. 0) d0. (7.30) 


Considérons à titre d'exemple l'opérateur élémentaire hk. Son 
symbole est égal à eïl. L'opérateur h* — h-1 est conjugué de k. Il 
suffit, en effet, pour construire l'opérateur conjugué de changer de 
place les points q, et qg dans le noyau et de le remplacer par son 
conjugué complexe. Par conséquent, dans le cas considéré les 
symboles de l'opérateur initial et de l’opérateur conjugué sont des 
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fonctions conjuguées complexes. La représentation (7.25) permet. 
d'étendre cette conclusion au cas général. 

Jusqu’à présent nos raisonnements concernaient l’espace H-L. 
Montrons qu’on peut passer à l’espace des fonctions de carré sommable- 
(L:). Calculons dans cet espace les normes hu et h-!u (u est comme au- 
paravant de classe H-L). Considérons l'intégrale 


———— | ei ei PR 
1= fr@rtodsa v(=hu=z |u(a)dss (7.81) 
TI Il 


Intervertissons dans le second membre de (7.31) l'ordre d’inté- 
gration et des notations simultanément. Nous obtenons alors 


1Ÿot 
1= 7 [u(go) 254, | ME as, 
Il I 


r? 
Comme 
| 
— hv, 
2 jt 
nous aurons 
—__— L {Vos = 
v (= |u (D) = — dSy = — ht. 
TH 
Donc 
4 ne 1Vo1 ——_———— 
|) : dSy = —u (go). 
Il 


D'où on obtient 


Fr] spam) lu]2dS 0. 


Etendons les opérateurs singuliers à l'espace L.. Supposons que 
la fonction u (g) est de carré sommable. Alors on peut choisir une- 
suite de fonctions u, (q) de classe H-L qui converge en moyenne: 


limu, (g)=u(g). 


Posons maintenant 
hu=limhu,, h'iu—]limh tu, 


n 00 ñn 00 
et d'une manière analogue pour tous les degrés des opérateurs À 
et k-!. Ainsi la norme de l'opérateur h dans l’espace L, est égale à a 1. 
On calcule de la même façon la norme de l'opérateur k-1, qui s'avère. 
aussi égale à 1. 
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On définit finalement l’opérateur singulier (dans l'espace L.) 
sous forme de la série 


u= D  a,(g)h'u. 


Il sera très important pour ce qui suit d'établir les conditions 
suffisantes imposées à la caractéristique de l'opérateur singulier 
pour lesquelles il sera borné dans Z,. Supposons que la caractéristi- 
que de l'opérateur vérifie la condition (7.23). (Les constructions 
<itées plus bas ont été communiquées aux auteurs par S. Mikhline.) 
Nous avons 


O0 00 


Au — S ah (Qo) hu — D na; (go) + h'u. (7.32) 


n=—= —-00 ñn—- —00 


Passons au calcul de la norme || Au || en utilisant la partie de 
droite de (7.32) : 


aulr= (|| D na (90) + nul 270€ 


ñn= — 00 


<|{ > n?|a, (go)|° }{ S + lrru|2} 47 


n=— -00 ni—= — 00 
© 


Enp D le, GIE] D lk"u I? dge. 


9 n=-0 II n=-00 


Désignons l'expression hors intégrale par la constante C,, in- 
tervertissons l’ordre de sommation et d'intégration, il vient: 


4 C le 
Il Au IP Co > + {m "u[249o=Co D» ll hu (2. 
IT 


n— — © = — 00 


Utilisant maintenant le fait que les normes des opérateurs hk et k- 
sont égales à 1, nous obtenons 


9 s 1 9 9 . 
IAuP<Co D HluP=ClulE D = Colle IP. 


n° 
n= -0 = — © 


De la définition des fonctions a, (g) (voir (7.24)) découlent les 
-égalités 


n°[an (go)l* = 41*|bn (Qo)l*. 
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Sommons sur nr et utilisons l'égalité de Parseval 


D nl, (g)l2=4n D 18 (g0)12— Ant | 1f (a, 8)17 48. 


Nous obtenons une estimation de la constante C, (au moyen de la 
constante figurant dans (7.23)). On peut ainsi considérer avoir prouvé 
que l'opérateur À est borné. 

Arrêtons-nous sur la question de la transformation du symbole 
lors d’un changement de coordonnées (I. Itskovitch [1]). Supposons 
qu’en chaque point q, on a modifié l’origine du décompte de l’angle 
8 de telle sorte que 8 = 8, + « (g,) (où & (q,) est une certaine fonc- 
tion continue). Alors la caractéristique est aussi modifiée : 


Î (Go 6) = Î (os 6; + a) — hi (Qo: 6,). 


Suivons le changement que subira dans ce cas le symbole. Sup- 
posons qu'à la caractéristique f (g,, 0) correspond le symbole ® (q,, À) 
et à la caractéristique f, (q,, 8) le symbole ®, (q,, À). Pour un nou 
veau système de décompte des angles et pour une valeur 6 = 6, + «& 
nous obtenons conformément à (7.30) l'expression du symbole 
®, (4 À) sous la forme 


À+a 
Di (Qo» À) = | Ces [f (dos 9) + f (Go, 8 + 11)] d8 + 
1+a-7 | 
À+a 
His | [f(o 8) —f(q0 8 + 11)] d8 — D (go. À + a) 
ÀA+a-7 


On en conclut que l’ensemble des valeurs du symbole est inva- 
riant par rapport à la procédure de mesure des angles, autrement dit 
est invariant par rapport au changement de variables. 

Plus haut la surface d'intégration était partout un plan II. Passons 
maintenant au cas d’une surface fermée de Liapounov S. 

Pour définir la valeur de l'intégrale singulière procédons de la 
manière suivante : s'étant donné un nombre &, notons par ©, le voi- 
sinage du point q, situé à l’intérieur de la sphère de rayon € *). S 
étant une surface de Liapounov, on peut appliquer biunivoquement 
(pour un € suffisamment petit) le domaine ©, sur une certaine portion 
du plan (que nous noterons dans ce qui suit D) et cela de sorte qu’en 
ce point gq, la transformation soit conforme. On peut, par exemple, 


*) On peut également définir ce domaine par un cylindre circulaire dont, 
l'axe coïncide avec la normale à la surface au point q. 
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effectuer une projection orthogonale du domaine ©, sur le plan tan- 
gent au point g,. Désignons les projections des points q, et g par q, 
et gq'. 

Compte tenu de ce qui a été dit, l'expression sous le signe somme 
s'écrit 

Æ (Go, 9) u (g) dS, = K° (gs g')v(g) dSy, u (g) = v(q'}, 


où la fonction X” (q,, g’) admet la représentation 


u 4 ’ 0, 6 2 ’ 
K' (q, g)= 1e? + le Ge) (u< 2), 


dans laquelle la fonction f, (q,, g’) est bornée. 
Posons par définition 


| (9) K (do, 9) dSa = 
S 


6 0. q' : 
= | u(9) Æ (ao 9 dS9+ | as + [kB as. (7.33) 
S-0, D D d 
Identifions le symbole de l'opérateur singulier (7.33) au symbole 
associé à la caractéristique f (g, 0) *). Les résultats exposés précé- 
demment restent alors en vigueur. 


$ 8. Equations intégrales singulières bidimensionnelles 


Considérons l'équation intégrale singulière 


Au = ao (go) u (90) + | Æ (dos 9) u (9) dSa+ 


Il 


+ Ÿ Ki (Go 9) 2 (9) dSa= F (Q) (Au=— A'u+Tu=F), (8.1) 
IT 


où les fonctions a, (q) et F (q) appartiennent à la classe H-L, le noyau 
K (Go 9) est de la forme f (q,, 8})/r°, le noyau X, (q:, q) est régulier. 
Supposons également que la caractéristique f (gs, 0) vérifie la con- 
dition (7.23). 

De même que pour le cas des équations singulières unidimension- 
nelles, l’étude du cas bidimensionnel s'appuie sur la procédure de 
régularisation qui consiste à ramener l’équation initiale à une équa- 
tion de Fredholm par application d’un opérateur singulier spéciale- 


*) Remarquons que les points 6 parcourent un cercle unité situé dans le 
plan tangent. 


8 8] ÉQUATIONS INTÉGRALES SINGULIÈRES BIDIMENSIONNELLES 93 


ment choisi (nous le notons ici B) à ses deux membres. Cet opérateur 
de régularisation doit être borné et admettre un symbole continu et 
borné. | 
Adoptons une contrainte de grande importance pour la suite en 
posant que le symbole de l'opérateur À — s’identifiant à la fonc- 
tion O (gs À) — ne s’annule pas pour aucune combinaison de q 
et À, y compris g, = co. La fonction 
.. ; 
’ = ne 
O (Go: À) — OO (dos À) (8.2) 
est alors bornée, continue et il est aisé de vérifier qu'elle admet 
une dérivée vérifiant la condition 


[la <c. 


Considérons D” (gs, À) comme le symbole d'un certain opérateur 
singulier. L'expression explicite de sa caractéristique peut être 
obtenue par développement du symbole ®” (q,, À) en série de Fourier, 
suivi de la détermination des coefficients de la caractéristique à 
partir de (7.24). On peut montrer que la caractéristique vérifiera 
la condition (7.23) (avec une valeur de constante autre, bien entendu, 
que pour la caractéristique f (go, À)). L'opérateur ainsi introduit 
sera donc un opérateur de régularisation. En vertu des propriétés 
démontrées plus haut du symbole de composition, le symbole de 
l'opérateur 

BA — BA° + BT 


sera égal à 1 (l'opérateur BT est complètement continu) et c’est 
pourquoi l'équation 


BAu = BF 


est une équation de Fredholm. 

On appellera, comme auparavant (comme au $ 4), indice la 
différence des nombres de solutions linéairement indépendantes de 
l'équation initiale et de son associée. Utilisant les principaux points 
de la conclusion du $ 4 on peut montrer que l'équation Au = F 
est résoluble quand son second membre est orthogonal à toutes les 
solutions de l’équation associée. 

La régularisation ainsi réalisée ne sera pas généralement équiva- 
lente. Toutefois on peut montrer dans une série de cas qu’il est pos- 
sible de choisir pour l'opérateur de régularisation un terme régulier 
complémentaire tel que l’équivalence ait lieu. Commençons la dé- 
monstration par l'équation la plus simple 


at (au (a) | Su (9) dSa=F (go lat (o)—Hu= F (a). (8.3) 
lu 
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La condition de l'inégalité du symbole à zéro signifie pour l’équa- 
tion (8.3) que l'inégalité | a! (g) | = 1 est vérifiée. La continuité 
du coefficient a! (g) entraîne | a! (q) | << 4 ou | a! (g) | >> 1. Suppo- 
sons que | a! (g) | > 1. Représentons alors l'équation (8.3) sous la 


forme 
1 F 
U (q) — PT) En + FT . (8.4) 


On peut résoudre cette équation par la méthode des approxima- 
tions successives, ce qui conduit à la représentation de la solution 


sous la forme 


“=> [re l'etat (a) RIT F(a)+TIF, (8.5) 


Si le second membre inclut en outre un opérateur régulier (trans- 
porté préalablement du premier membre), alors l'expression (8.5) 
représentera une équation de Fredholm équivalente à l’équation 
initiale. 

Soit à présent | a! (g) | << 1. En appliquant aux deux membres de 
l'équation (8.3) l’opérateur k-! on obtient une équation équivalente 


u (g) = a! (q)h=lu — h71F. (8.6) 


L'équation (8.6) peut être résolue par la méthode des approximations 
successives, ce qui en présence d’un opérateur régulier complémen- 
taire conduira à une régularisation équivalente. 

Passons à la considération d’un cas plus général quand le symbole 
de l'opérateur singulier est un polynôme trigonométrique. Dans ce 
cas l'opérateur peut être mis sous la forme de produit: 


a (gx [l (ai—#)u=F (9). (8.7) 


où m, n sont des nombres entiers, n >> 0 et a; sont certaines fonctions. 

Il découlera maintenant de la non-nullité du symbole les iné- 
galités lai (9 1-1 (4 = 1, 2, ...,n). On voit aisément que 
l'équation (8.7) se ramène à une équation équivalente de Fredholm 
au moyen de l'opérateur dont l'écriture symbolique est 


a ( 


ao À" IL Gaia + Ti (8.8) 
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où T} sont des opérateurs complètement continus définis conformé- 
ment à ce qui précède. 
Passons au cas général. Représentons l'opérateur À sous forme 
de série: 
O0 


Az 2 ar(g)h. (8.9} 


Puisque le symbole de l’opérateur À est supposé non nul, il existeræ 
un grand nombre » tel que l'opérateur 


ñn 


A; = > a; (q) k* 
k=-n 


admettra un symbole non nul, et par conséquent existera un opérateur 
de régularisation B, qui lui correspond. 
Il est évident que sont vérifiées les égalités limites 


limfiB,l=1BI, limlir,||=0, 
ñn 00 n +00 


où r, est la somme des termes restants dans (8.9). 
Représentons maintenant l'équation (8.9) sous la forme 


A,u = ru + F (q). 


Le développement en facteurs du symbole de l’opérateur À, permet 
de déterminer l'opérateur de régularisation B, (pour un choix ap- 
proprié d'opérateurs T). On aboutit à l'équation 


u (q) = B, (q) Ta (q) u + F; (q), (8.10} 


qui est résoluble par la méthode des approximations successives en 
raison d'un choix adéquat du nombre » (la signification de la nota- 
tion F, (g) est évidente). 

On a donc démontré que l’équation intégrale singulière admet une 
régularisation équivalente si la caractéristique vérifie les conditions 
formulées, et c’est pourquoi son indice est toujours nul. Notons que 
le résultat, démontré plus haut, ne s'étend pas automatiquement au 
cas d’un système d'équations singulières bidimensionnelles (plus 
en détail à ce sujet cf. plus loin). 

La démonstration de l'égalité à zéro de l'indice de l’équation in- 
tegrale singulière a été faite pour un plan II. Il est difficile de l’éten- 
dre au cas d’une surface arbitraire de Liapounov puisqu'on ne peut 
pas toujours choisir sur la surface un réseau correct de coordonnées 
et obtenir une représentation unique du symbole, valable pour toute 
la surface. 

Donnons une autre démonstration de la possibilité de régularisa- 
tion équivalente n'ayant pas le défaut mentionné. Introduisons 
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ans l'équation singulière (8.1) le paramètre complexe 


u (90) + v | K (ao 9)U(9) dSa+Tu—F(q). (8.11) 
I 


‘Cette équation est normalisée par rapport au coefficient a, (Qo). À 
l'équation initiale correspond le nombre v = 1, à l'équation de Fred- 
holm, v—=0 

Isolons maintenant dans le plan v des domaines dans lesquels la 
valeur minimale de|1 — vY (q, À)| est égale à zéro *) (autrement dit 
pour chaque v pris dans un domaine de cette espèce il existe un cou- 
ple de valeurs q, et À pour lesquelles ce minimum est égal à zéro). La 
partie complémentaire du plan représentera la somme d'un nombre 
fini ou dénombrable de domaines que nous désignerons par 6;. Dé- 
montrons que dans n'importe lequel des domaines l’indice de l’équa- 
tion |(8.11) reste constant. Dans chacun des domaines le module du 
symbole est différent de zéro (autrement dit [1 — v® (q, À)| > 0), 
et c'est pourquoi il existe un opérateur de régularisation que nous 
noterons B4 (il ne s’agit pas ici de régularisation équivalente). Le 
symbole d'un tel régularisateur est égal à [1 — v® (q, À)]-1. 

Considérons également l'équation ayant pour paramètre v + Av 
{où Av est une grandeur suffisamment petite, choisie de telle sorte 
que v + Av appartient au même domaine 6;). Récrivons alors l’équa- 
tion sous la forme 


u — vKu = Tu + AvKu + F. 


En appliquant à ses deux membres le régularisateur B nous som- 
mes conduits à l'équation 


u— AvLu = B,yF + Tu, 


où T7, est un certain opérateur complètement continu. L'opérateur 
singulier Z admet, lui, le symbole (1 — v®)-!, qui est borné. C’est 
pourquoi l’on peut rendre, avec un choix approprié de Av, la norme 
de l’opérateur AvL aussi petite que l’on veut. La dernière équation 
se ramène alors à une équation équivalente de Fredholm par la mé- 
thode des approximations successives. Ceci étant, les indices des 
opérateurs £{ — vK et Z — (v + Av) K doivent être les mêmes. 

L'exposé précédent permet d'établir d'emblée que l'indice est 
égal à zéro quand la fonction Ÿ (q, À) est en valeur absolue stricte- 
ment inférieure à 1. Il est évident que l’un des domaines 6; inclura 
le cercle | v | << 1 + e. Aussi l’équation aura-t-elle un même indice 
(nul) pour v = 1 et v = 0. 

Considérons à présent la question de régularisation équivalente 
par un procédé valable également dans le cas des surfaces fermées. 


*) Dans ce cas la fonction Y(q, À) n’est le symbole que du terme singulier 
seulement. 
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Ecrivons l'équation singulière initiale sous la forme (par introduc- 
tion adéquate du paramètre complexe v) 


u —v{(u — Au) + Tu = F. (8.12) 


Exigeons en outre que le symbole de l'opérateur soit continu en 
g sur la surface S uniformément par rapport à 8 et qu’il admette des 
dérivées troisièmes de carré sommable. Nous supposerons également 
que la fonction F (q) appartient à la classe L.. 

Supposons qu'on a dans le plan v, une courbe Z, avec ses extré- 
mités à zéro et à l'infini, n'ayant pas de points communs avec l’en- 
semble des valeurs du symbole. Il doit donc exister une constante 
6 telle que pour tous les points q et quel que soit À soit vérifiée l'iné- 
galité 

ID(g À —v1> 8, v6€L. (8.13) 


Notons L une courbe que l’on obtient de Z par la transformation 


vy = (v —1)/v. Il est évident qu'on peut empêcher la courbe Z de 
passer par le point 1; la courbe sera alors limitée. Ses extrémités 
sont les points 0 et {. 

Considérons maintenant l’équation singulière (8.12) en supposant 
que le point v est situé sur la courbe ZL. Démontrons que le symbole 
de l'équation (8.12) (la fonction 4 — v + vO) s'avère borné inférieu- 
rement en valeur absolue. En effet, étant donné (8.13), nous avons 


EE =|® (9 9, 1) — >f. 


Le symbole © (q, À) étant borné, il existe une constante Æ > 


> |1—O]|.Ilen résulte pour les valeurs de | À [> 1/(2X) l’iné- 
galité 


ji—v+vo >. 


Si, au contraire | À | << 1/(2X), on a l'inégalité 
|i—v+vwDiI>1—]|v]X > 1/2. 


Nous avons établi plus haut que l'indice conserve sa valeur à 
l'intérieur des domaines 6;. Ce fait nous conduit à la démonstration 
de la nullité de l'indice de l’équation initiale, c’est-à-dire de l’équa- 
tion (8.12) pour v = 1 (l’équation est une équation de Fredholm pour 
v = 0). 

Le procédé employé ramène la question de la régularisation équi- 


valente à la démonstration de l'existence de la courbe L (L) intro- 
duite plus haut. Toutes les considérations étant faites dans l’espace 
Le, il convient de passer à l'équation 

(A* - T*) (4 + Tu = (A +T)F 


717-0340 
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équivalente à l’équation initiale (cf. $ 4). On obtient alors une équa- 
tion dont le symbole est égal à | ® (g, À) | *, et il découlera de la 
non-nullité de la fonction © (q, À) qu'on peut prendre pour L le demi- 
axe négatif. 

Décrivons le schéma de construction explicite de l’opérateur de 


régularisation équivalente, mettant à profit le fait que la courbe L 
est bornée. On a démontré plus haut que | 1 — v + x® | > 0. 
1—®D (4. À) 
1—1+ vo (q, À) 
est borné par une certaine constante C ne dépendant pas de :v et par 
conséquent C>||1— AI. Soit [v,|—1:(2C). L'opérateur 
[Z — v, (1 — A)]j-! sera alors borné. En appliquant cet opérateur 
aux deux membres de l'équation (8.12) nous sommes conduits à une 

équation équivalente admettant le symbole 
d—v+v® _ 4 _ (—ve) 1 —®) 


— 


1 — Vo + VoD 1— Vo + voD 


On en tire que l’opérateur ayant pour symbole 


Appliquant aux deux membres de la nouvelle équation un opérateur 
de symbole (14 — v, + v,D) (1 — v, + v,D)-1, avec [vi — vo 1< 
< 1/(20) nous sommes conduits à une équation équivalente admettant 
pour symbole 
ns (V— V1) (1— D) 

1—v+v10 
Répétant le processus, nous aboutissons après le k-ième pas à une 
équation de symbole 


1 


14 LV A —®) 
1—vr+vrD 


Choiïsissant À suffisamment grand, on peut faire v, — 1, ce qui 
était exigé. 

La théorie développée ci-dessus peut être étendue aux systèmes 
d'équations singulières. Considérons les systèmes de la forme 


2 Aux = F3 (j=1,2,...,n), (8.14) 


Ë , 6 
À jrür = @jn (Qo) Ux (Go) + | ur (q) Li Go 9 dSo+ Tnt, 
5 


T;, étant des opérateurs complètement continus. 

L'extension de la notion de symbole d’un opérateur singulier 
aux systèmes conduit à la matrice dite matrice symbolique || ®;, ||. 
Le déterminant de cette matrice est déterminant symbolique du 
système (8.14). Nous supposerons que tous les éléments de la matrice 
symbolique vérifient les mêmes conditions que le symbole d’une 
seule équation. 
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On peut montrer que la composition des opérateurs singuliers 
est réalisée conformément aux règles de l’algèbre matricielle: on 
effectue dans ce cas la multiplication des matrices symboliques. 

Exigeons que le déterminant symbolique soit non nul. Formons 
alors la matrice ayant pour éléments D, — D*D-t (où Dit est le 
complément algébrique de D;;,). On peut montrer que l'opérateur 
matriciel, dont la matrice symbolique est constituée des éléments 
O:,, sera opérateur de régularisation pour le système initial (8.14). 
Abordons la question de la régularisation équivalente. Soit la matrice 
symbolique 


D(g,, A =E—Y(g, À). 


Supposons que les nombres caractéristiques de la matrice Y (q, À) 
sont en valeur absolue inférieurs à 1 pour tous les g et À. Isolons du 
plan v les domaines 6; aux points desquels les nombres caractéristi- 
ques de la matrice £ — vW (q, À) sont différents de zéro. En répétant 
les raisonnements relatifs au cas d’une seule équation on peut mon- 
trer que ces domaines seront également des domaines d'indice cons- 
tant. [Il résultera alors de la contrainte imposée aux nombres ca- 
ractéristiques que le cercle | v | 1 + & est situé dans l’un de ces 
domaines. Par conséquent, l'indice du système initial (v = 1) est 
nul. 

À la différence du cas d’une seule équation, la non-annulation 
de la matrice symbolique n'assure en général pas à elle seule une 
régularisation équivalente. On peut toutefois trouver certaines 
classes de systèmes d’équations pour lesquelles la régularisation 
équivalente a lieu. Le point le plus important pour les questions 
étudiées dans la monographie est que dans ces classes sont inclues 
les équations intégrales singulières de la théorie de l’élasticité (cf. 
$ 29). Aussi limitons-nous nos raisonnements à ces cas. 

Soit dans le plan v, une courbe Z réunissant les points 0 et 
et n’ayant pas de points communs avec l’ensemble des nombres ca- 
ractéristiques de la matrice ® (g, À). Comme dans le cas d’une seule 
équation, introduisons le paramètre v — 1/ (1 — v,). Considérons 
maintenant l'équation 


u—v(l— A)u = F, (8.15) 
où Z est l’opérateur identique. Sa matrice symbolique est de la forme 
E—v(E — O) = v(® — v.E). 


Démontrons que le déterminant de cette matrice est différent 


de zéro pour v, € L(ouvEe L). Si le module | v | est petit, le déter- 
minant est proche de | 1 — v |" (7 étant l'ordre du système) et 
un È > 0 donné on peut choisir une valeur n>>0 telle q 


1% 


4100 ÉLÉMENTS DE THÉORIE DES EQUATIONS INTÉGRALES [CE 1 


| v | << n soit vérifiée l'inégalité 
[IA—VE+wOIISxE. 
Soit [v [> n. On a alors 


A—VE+ ON > TIME -ON Zn [ut @ Di, 


où v* sont les nombres caractéristiques de la matrice ®. Comme la 
courbe Z existe, il existe aussi une constante y telle que 
[vi—v#(g À) 1> v(& = 1.2, ..., n). Définitivement on obtient 


INUG—VE+%DII>(mMmAtEz Ivl>n) 


Aussi peut-on montrer que dans l’espace ZL, existe un opérateur bor- 
né, dont la matrice symbolique est de la forme 


[G — v) E + vd (g, A)JTTTE — OO (q, à)l. 


Notons cet opérateur H,; et supposons que sa norme est non su- 
périeure à une constante C. Dans ce cas C >> || Z — À || et c'est 


pourquoi, quand VEL et |vol<1/(2C), l'opérateur 
[I — v, (1 — AÀ)]j-! est borné et son indice nul. En appliquant cet 
opérateur aux deux membres de l’équation (8.15) nous sommes con- 
duits à une équation équivalente, de matrice symbolique 


(A —v)E + v®]1[(1 — v) E + x®] — 
= E —(v—v) [1 — vo) E + VOIT(E — D). 


En appliquant aux deux membres de cette équation l'opérateur 
: ri 1 
Div) Bt (MEL, Iu—v1<z), 


on obtient de nouveau une équation équivalente, dont la matrice 
symbolique est à présent 


E—(v—v)l{{—v)E£ +10] t1({ — Oo). 


Répétons le processus pour l’ensemble des valeurs v, telles que 
| Vr — V1 1 <1'(2C). Choisissant alors r suffisamment grand, 
nous parvenons à la valeur v, — 1 correspondant à l'équation ini- 
tiale Au — F. Par conséquent, les alternatives de Fredholm sont 
applicables à ce système d'équations singulières, lorsque le déter- 
minant symbolique est différent de zéro et il existe une courbe 


L(L) jouissant des propriétés mentionnées. Il est évident qu'une 
courbe L existe quand la matrice symbolique est hermitienne (donc 
autoconjuguée), puisque ses nombres caractéristiques sont réels et 
qu'on peut par conséquent prendre pour Z le demi-axe imaginaire. 


CHAPITRE II 


MÉTHODES APPROCHÉES DE RÉSOLUTION DES 
ÉQUATIONS INTÉGRALES 


$ 9. Questions générales de la théorie des méthodes approchées 


Les méthodes approchées de résolution des équations intégrales 
sont en grande partie englobées dans la théorie générale des métho- 
des approchées, alors que l’étude en détail de l’une ou l’autre de cel- 
les-ci n’est liée qu’à l’obtention de quelques estimations seulement. 
C'est pourquoi nous exposerons la théorie générale dans le volume 
nécessaire en nous appuyant sur le travail de L. Kantorovitch {2]. 

Soient z et y des éléments des espaces normés X et Y, et K un 
opérateur linéaire appliquant À dans Ÿ. Considérons l'équation 
fonctionnelle 


Kz =(E — )1H)z= y. (9.1) 
Outre l'équation (9.1) considérons également l’« équation approchée » 
Kz = (E — ÀH) x = y, (9.2) 


où x, y sont des éléments des espaces X et Y, l'opérateur K applique 


X dans Y,E et E sont des opérateurs identités. Les espaces X et Ÿ 
sont choisis relativement simples dans un certain sens et l'opérateur 


K est supposé proche (aussi dans un certain sens) de l'opérateur KX. 

Par la suite nous démontrerons deux théorèmes permettant de 
juger de la résolubilité de l'équation (9.2), si l'équation (9.1) est 
résoluble, et du degré de proximité des solutions de ces équations. 
Mais pour l'instant considérons les espaces linéaires normés X et 


X tout en supposant XŸ complet et isomorphe à un certain sous- 
espace À’ & X. Supposons que l’isomorphisme est réalisé au moyen 
de l'opérateur , (X’ dans X), admettant l'opérateur inverse con- 
tinu ?. Supposons également qu'il existe un opérateur , appli- 
quant X dans X et coïncidant avec , sur X”. 

L’exigence de la « proximité » des équations (9.1) et (9.2) sera 
représentée sous forme de la condition 


IL pAz' — Hz’ |<ellz’ || (z° EX’), (9.3) 
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ou sous une autre forme légèrement différente 
IL pKz' — Kez' | <elAl-Iz" |], (9.3) 


où € est un nombre positif aussi petit que l’on veut. Supposons que 
l'opérateur K possède son inverse et la solution de l'équation (9.1) 


soit x* € X”. Supposons que l'opérateur K possède également son 


inverse et que la solution de l'équation (9.2) soit x,. Démontrons 
qu'on a alors l'estimation suivante: 


Izo — pz* I <elA II K-2 {I 2% |]. (9.4) 
En effet, 


Kçz* — Kz, || = || Kez* — qKz* [| Ke |A |-|]z* | 
puisque Kz, — y — py = œKzr*, d'où nous obtenons 
Lqz* — 2, || = I K-2K (q2* — 2) | <elAl-Iz* [I KI. 


Exigeons en outre que pour tout élément x € X existe un élément 
zx’ E X'’ tel que 

Hz — x << el x ||. (9.5) 
Passons maintenant à la démonstration des théorèmes. 


I. Dans le cas où les deux estimations (9.3), (9.5) sont vérifiées, 
l'opérateur K-1 existe et la constante 


g=[lel-lKI-IA le + 
+ |Ale+IAleel. IK4|-pol<1, (9.6) 
l'équation (9.2) admet toujours une solution, et en outre 


— HI K-1|l-lo@ll-l@s11l .— - 
ang ELLE ELU OSER 1 @.7) 


Désignons par y, l’élément y, et par y, l'élément P-! Yo: L'in- 
dexation choisie est commode pour l'élaboration des approximations 
successives. Introduisons la notation 


z = K-'Hy,. (9.8) 
Il est évident que 
Kz — 5 — ÀAHz = AHy,, 2 = AH (2 + y). (9.9) 
Pour un z’ € X’ tiré de (9.5) cherchons à vérifier l'inégalité 
| 4 +00] <elz+voll 
Dans ce cas en vertu de (9.9) 
HÜz—z <elA 12 + Yo (9.10) 
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Etant donné 


K (2 + Yo) = 2 + Yo — AH (2 + Yo) = Yo: 
on a 


[12 + ÿo I 1 KE {fl go Il (9.11) 
et finalement 


Iz— ze LA KE yo Il: (9.12) 
Introduisons encore l'élément 
Zi — (z° + Yo) 
et estimons la différence 
I Kz — ÿo I 1 Kg (2° + yo) — PK (x° + Yo) || + 


+ ILEK (+ yo) | + PK (à + Yo) — PYo | = 
= | Kç (2° + yo) — pK (z° + Yo) || + I AH yo — pKz° ||. 


De (9.3) et (9.8) vient alors 
KZ — Yo Se lA I" + vo 1 + 1 pKz — pKz” || 
Puis, compte tenu de (9.10) et (9.11), nous avons 
12° + yo IS: + y l+Nz—-z NIK +e TA DIR X 
X 11 %o IS + e A D I KT II Ie yo Il (9.13) 
Utilisant (9.12) nous sommes conduits à l'estimation 


IKzi— ol <e Al (+e À DK III" 1l- 1 go + 
+] QI UK Ie: Al KT ip 1-1 Yo ll = 
= {pl IKI- TA e+IAle+]A?] ee} x 
X KP" I yol=g1lyoll. (9.14) 
Donc l'élément x, vérifie l'équation (9.2) à q || yo || près (préci- 
sion meilleure que le zéro identique, où le second membre est égal 
à Yo). 
Appliquons maintenant la méthode des approximations successi- 
ves. Posons] y, = y, — Kzr,. Alors, compte tenu de (9.14) 


Kzi=vVo—uu yll<gllHll, 
et étant donné (9.13) 


Il = 1@ (+ yo) IIS L L 
<{lgA + e ADI K I pT6 NX Yo 1 = M I ÿo 
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De même qu'on a déterminé l'élément z, d’ après yo, on trouve Ze 

à partir de y, et on détermine Ye = Y1 — Kr,, avec par ailleurs 
re lg Mallgoll ea goll. 

D'une manière analogue sont déterminés successivement x, et y,: 


KTn = Yn-1 — Un (9.15) 
qui vérifient les estimations 


an Mg" 11 Voll Un 19" I Vo ll. 
Ajoutant les égalités (9.15) nous trouvons 


RCD 2) =50—ÿn 


la série on zh Converge puisque g<< {. Désignons sa somme par x. 


L’ élément Fe X puisque l'espace X est complet et l'élément z 
vérifie l'équation 


Kri=ÿo=u (Izl< lvl), 


ce qu'il fallait démontrer. 

Exigeons en outre que le second membre de l'équation (9.1), 
à savoir, l’élément y, soit susceptible d’approximation par l'élé- 
ment y’ € X” de telle sorte que 


y —y << eg Il (9.16) 
Définissons conformément à (9.5) un élément x’ € X” tel que 


I Hz* — 2° 1 € | z* Il. 
Alors 
x — Gr + y) II y — y + 
+IAIIZX — A <e lly + TA Te z* 1 
<IAI(GE +eNKIzN=ntz* il (9.17) 
Démontrons le second] théorème concernant le problème de la 


résolubilité de l’équation (9.2) si l’équation (9.1) est résoluble. 
IT. Si les conditions (9.3), (9.5) et (9.16) sont vérifiées et si l’opé- 


rateur K-! existe, on a alors l'estimation: 
TX — poto I {2e TA [1 p"0 I KT | + 


+ (&l4l+elKI)A+IpK Il AK 2} [Ir = 
—= p||x* ||, (9.18) 


où zx, est solution de l'équation (9.2). 
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En vertu de (9.17) il existe un élément x’ € X” tel que 
Iz* — 2 I<Knlz* Il (9.19) 


Désignons par x, la solution de l'équation Kx = @Kzx’. x, étant so- 
lution de l'équation (9.2), on a 


Kz,=œpKz*, K(ro—1;)=qK(x*—z"), 
d’où l’on tire 
130 — 2 IS UK 2 I @K In 1 z* Il. (9.20) 
Puisque x’ € X”, on a la condition (9.4): 
Ir pz'l<elAlIK 11 z" 1e LÀ (+ 0) 1 K°4 11.1 2 1], 
et donc 


IL prôn — 2 I<elAlA+n) lle IX -IIz* IL (9.21) 
Mais il suit de (9.20), que 


IL P-8x1 — pr020 I 18 I K-2 III @K 1-1 z* IL (9.22) 


Comparant (9.19), (9.21) et (9.22) nous obtenons (l’inégalite 
étant renforcée par la substitution au nombre n de l’unité dans le 
premier terme): 


(rt — po || < : _ 
<{2elA lle INR + n A + lo KI X 
x IL PK ID} Iz* Ile 


I1 en découle l'estimation (9.18), ce qu'il fallait démontrer. 

La procédure de construction d’une solution approchée de l’équa- 
tion opératorielle (9.1) consiste à choisir une famille d'équations 
opératorielles approchées et à résoudre chacune d’entre elles. La 
convergence des solutions de ces équations vers la solution exacte 
est assurée par le fait que le coefficient p (cf. (9.18)) peut être pris 
aussi petit que l’on veut. 

Considérons également un autre problème de la théorie des métho- 
des approchées : le problème de l’interpolation des fonctions. Sup- 
posons qu'en résolvant une équation opératorielle approchée de 
deuxième espèce on a obtenu une solution dans l’espace X”. Mais 
il faut trouver une solution (approchée) dans l’espace X. 

Différentes approches sont possibles. On peut, par exemple, uti- 
liser la représentation 


z = y+ Hz. (9.23) 
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On peut utiliser aussi une procédure quelconque d'’interpolation, 
par exemple, une interpolation linéaire par tranches, des polynô- 
mes de Lagrange et autres. Nous supposerons, pour fixer les idées, 
qu'aux nœuds d’un réseau x; (i — 0, ..., nr, zo — a, x, — b) donné 
sur un segment [a, b] d’axe réel sont connues les valeurs d’une cer- 
taine fonction f (x), dont les propriétés différentielles sont établies. 
Le défaut des polynômes de Lagrange, par exemple, est une forte 
oscillation de la représentation pour un n suffisamment grand. 

On utilise largement ces dernières années un nouvel appareil 
mathématique, la méthode des splines (N. Bakhvalov *{[1], G. Mar- 
chuk *[1]) exempte de ce défaut. Supposons qu’il faut sur le même 
segment [a, b] trouver une fonction g (x) de classe C* (c’est-à-dire 
continue, de même que ses dérivées jusqu’à l'ordre k). Cette fonc- 
tion représente sur chacun des segments [z;_,, x;l un polynôme de 
degré *À + 1: 


g(x)= g; (x) = D ai(z;—zx)! (i=1,2,...,n). (9.24) 
Aux points zx; du réseau sont vérifiées les égalités 
g (ri) = fi (9.25) 
ainsi que les conditions aux limites de la forme suivante: 
g® (a) = gt (b) = 0. (9.26) 


La fonction g (x) étant continue et admettant des dérivées d’ordre 
k, on a des égalités supplémentaires aux points xz;. Pour plus de 
simplicité nous nous limiterons dans ce qui suit au cas de splines 
cubiques. Les conditions mentionnées prennent alors la forme 


Li+a (mi) = gi (ai), Six (Gi) = gi (æi), 
(9.27) 
Lit (x;) = £i (x;) (ë = 1, 2, sn — 1). 


Ainsi l’on obtient, pour la détermination des inconnues ai, un sys- 
tème d'équations, et la matrice correspondante s'avère tridiagonale 


2(hithe) ho 0 O0 0 …. 
he  2(hoths) hs 0 0 .… (9.28) 


où h; = Lits — Li. 
Pour la résolution numérique de ce système il est commode d’ap- 
pliquer la méthode de passage consistant en le calcul successif des 
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grandeurs auxiliaires : 
k, 


A EL Se 
Ê— —h;,; ; 
2(hi+hisr) +hibis CE 
F | 
.. TEA) (i—1), (9.29) 
T7 Fi—h;iZi-s (à > 1) 
2(hÿ+h;,) + hibi-1 ' 
s {ra G=n— 1) 
so —= 
2 B.a> a ({<Li<n—1), 


où F; sont les seconds membres du système. Après avoir calculé 
ai (i < n — 1), on détermine les coefficients a’ et a par les formules 


= — À (ai7! + 2i )+ Hate — }; 
(i=1,2,...,n). (9.30) 


Les coefficients Ai sont tirés d'emblée des égalités (9.25). 
Montrons que l'approximation par splines présente certains 
avantages. Supposons qu'on a une approximation linéaire par tran- 
ches. Cette fonction est solution d’un problème aux variations (avec 
contraintes) 
b 
du 


min O (u) = | (S)' 4, u(z;)=f,; (i=0,1,...,n) (9.31) 
dans la classe de fonctions dont les dérivées premières sont de carré 


intégrable. L'approximation par splines cubiques résout, elle, le 
problème de minimisation de la fonctionnelle 


b 


pl ue 


d'u \2 | 
=) dz, u(z;)=f, (i=0,1,...,n) (9.32) 


en classe correspondante. 
Notons également que l'erreur d’interpolation par splines cubi- 
ques est estimée comme 


max |g(z) — f(x) 1< Ch 


où À — max L;, « et C sont des constantes. Si f (rx) admet des déri- 
vées secondes continues, « = 2. 
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L’approximation de la fonction cherchée par splines dans le cas 
des équations intégrales est considérée dans une série de travaux 
(cf., par exemple, J. Ahlberg, E. Nilson, J. Walsh *{[1)). 

Sur l’avantage de l’approximation d’une solution déjà obtenue 
(d’une façon quelconque) de l'équation intégrale voilà ce qu’on peut 
dire. La nécessité d'une procédure complémentaire de ce genre pour 
tels ou autres problèmes physiques est dictée par le fait qu’en géné- 
ral on s’intéresse non à la solution même de l’équation intégrale, 
mais à telles ou autres intégrales de celle-ci ou aux dérivées de ces 
intégrales. Aussi pour élever la précision est-il préférable d'employer 
ladite approximation d'autant plus que les propriétés différentielles 
de la solution sont le plus souvent connues. 


$ 10. Méthode des approximations successives 


On a exposé au $ 1 la théorie analytique de la résolvante en vertu 
de laquelle la solution de l'équation intégrale de Fredholm de deu- 
xième espèce 

b 


p(z)=2A | K(z, y) o(y) dy + f(x) (10.1) 


peut être obtenue sous la forme d’une série (pour certaines valeurs 
de À) 


pr) = 2 pa (7), (10.2) 


dont les termes sont déterminés par les relations de récurrence sui- 
vantes : 
b 


Pn(z)= | Ka, y)qn(y)dy (n=1,2,...), po(x)=f (a). 
| (10.3) 


Ces intégrales sont calculées aisément par des formules d'’intégra- 
tion habituelles. Considérons d'abord la formule la plus simple: 
la formule des rectangles. 
Divisons le segment [a, b] *) par les points zx; (i — 1, 2, ... 
.., M+Â, x = @, Tm+1 = db) en m parties. Nous appellerons par 
la suite ces points points nodaux. Soient zx; les points milieu de cha- 
que segment élémentaire et appelons-les points de référence. 
Conformément aux relations (10.3) déterminons aux points no- 
daux et aux points de référence la fonction œ, (x) et ensuite à l’aide 
de la formule des rectangles calculons en tous les points de référence 


*) Pour plus de simplicité considérons le cas d’une dimension. 
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la valeur de la fonction , (x;): 
qi (x) & 2 A (ri, zi) Po (zi) Az. (10.4) 


Ici Az; est la longueur du i-ième segment (xr;,, — x;). Réitérant 
la procédure mentionnée nous trouvons tous les termes suivants de 
la série (10.2). Le défaut de ce schéma (à part sa précision la plus 
basse en comparaison des autres formules) est qu’il nécessite ure 
modification dans le cas où le noyau À (x, y) est non borné sur la 
diagonale zx = y. On se voit alors dans l'obligeance d'omettre le 
j-ième terme dans la somme, ce qui dans le cas de grandes dimensions 
des segments élémentaires engendre une erreur complémentaire 
importante. 

Pour élever la précision et surmonter les difficultés, liées à ces 
particularités, on peut se servir également d’une formule mixte 
d'intégration quand les valeurs de la fonction œ, (r) sont, comme 
auparavant, considérées constantes dans les limites d’un segment 
et quand le noyau est pris égal à la valeur moyenne aux points no- 
daux. On obtient alors 


m 


Pi (x;) TT _ D {X (x, Ti+1) + K (x;, z;)} Po (xi) Axi, (10.5) 


i=1 


et de façon analogue pour les termes suivants de la série (10.2). 

Le procédé proposé par P. Perline [10] veut qu’on applique la 
formule des trapèzes à toute l'expression sous le signe somme. Ceci 
ne présente pas de difficultés à la première étape puisque les valeurs 
de la fonction œ, (x) sont connues aux points nodaux également. 
Mais à la seconde étape pour déterminer , (x) il devient nécessaire 
de trouver préalablement les valeurs de la fonction y, (x) aux points 
nodaux. Ces valeurs sont trouvées par interpolation à partir des 
valeurs de la fonction æ, (x) aux points de référence les plus proches 
(supposant par exemple @, (x) = !/, [q, (xzi) + m1 (xi1)l). Les opé- 
rations qui suivent sont évidentes. La somme correspondante prend 
alors la forme : 


Pa (x) & . > A (ti, Ziss) Po (tits) + À (xi, zi) Po(z;)} Axis (10.6) 


Une même précision peut être atteinte par division du segment 
(a, b] d’une autre façon, en d’autres termes par réitération des cal- 
culs, considérant cette fois les points zx; points de référence et les 
points z; points nodaux. Mais un tel moyen conduira naturellement 
à une augmentation injustifiée du volume des calculs. 

Arrêtons-nous à la démonstration de la convergence des schéma- 
décrits ci-dessus et des schémas analogues. Les estimations corress 
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pondantes, déterminées au moyen des dérivées du noyau, sont con- 
nues en littérature (L. Kantorovitch, V. Krylov [1]). Ces estimations 
permettent de démontrer la convergence des schémas de calcul 
(pour la convergence de l'algorithme exact, naturellement). Mais 
pour la plupart des équations intégrales rencontrées en théorie 
de l’élasticité on ne peut pas utiliser directement ces résultats à 
cause de la particularité des noyaux et aussi à cause de ce que 
les valeurs données de À sont soit de: valeurs propres, soit coïncident 
en valeur absolue avec celles-ci. 

Le procédé général de démonstration de la convergence des 
schémas de calcul utilisés dans la méthode des approximations suc- 
cessives consiste en ce qui suit. On fixe le nombre de termes de Ja 
série (10.2). Puisqu'il faut pour la somme correspondante calculer 
un nombre fini d’intégrales, cette somme peut donc étre calculée 
avec une précision donnée d’avance grâce à une partition de plus en 
plus fine. Il est nécessaire avec l'augmentation du nombre de termes 
de la série de diminuer la longueur des segments. Dans une telle 
démonstration, il est vrai, la possibilité de l'accroissement de l’erreur 
des calculs n’est pas prise en considération. 

De ce qui a été énoncé au $ 1 découle que la série (10.2) est ab- 
solument convergente quand la valeur correspondante de À est en 
module inférieure à la première valeur propre. Considérons le cas 
où À coïncide en valeur absolue avec la première valeur propre sans 
être de même signe. Admettons À, = 1 et situons pour commencer 
la valeur propre au point —1. Il est clair que la série (10.2) s’avérera 
divergente. Cependant, comme on a noté au $ 1, la résolvante (cons- 
truite effectivement d’après la série (10.2)) est fonction analytique 
de À en dehors de ses pôles. Donc pour obtenir au point À = 1 une 
représentation convergente il est licite d'utiliser la méthode du pro- 
longement analytique. On prend un quelconque point À,, situé 
entre 0 et 1, et on obtient en ce point la solution conformément à 
(10.2). Pour construire la solution cherchée au point À = 1 il faut 
redévelopper la série suivant l’argument À” = 1 — À, et porter cet 
argument dans la représentation définitive. La série ainsi reconstruite 
sera conventionnellement convergente et s’écrira (dans le cas où 
À, = 0,9) 


px) = Qotz) + (A++) pa) + (A++) pro) + = 
= [po (2) + 3 Pie) ++ (0) + 5 eo) +. ]+ 
+ ps (2) + @2 (2) + Pa (2) + [+ 


+ [os (+50 (0) +... [a+ (10.7) 
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Il est essentiel que les fonctions œ, (x) sont trouvées à l’aide des 
mêmes relations de récurrence (10.3), qui ne dépendent aucunement 
des valeurs À. Avec les conditions acceptées pour la disposition des 
À, on peut prendre comme point intermédiaire un point situé sur l'axe 
réel (comme on l’a fait dans la formule (10.7)). 

Citons encore la méthode d'élimination du pôle, dite du produit, 
tout en admettant supplémentairement que le point À = — 1 est 
un pôle simple de la résolvante. Dans ce cas le point À = — 1 n'est 
pas pôle pour la fonction (À + 1) (x, y, À) ni par conséquent 
pour (À + 1) @ (x). Aussi les séries des fonctions (À + 1) FL (x, y, À) 
et (À + 1) @ (x) seront-elles convergentes dans un cercle, centré 
au point zéro, jusqu’à la seconde valeur propre qu'on suppose en 
valeur absolue supérieure à l'unité. 

Il est évident qu'alors la série de la fonction (À + 1) ç (x) sera 
de la forme | 


(À + 1) p (x) = Po (x) + AT (2) + Pas (2). (10.8) 


et lorsque À — Î, nous obtenons 


p (2) = 0,5 (go (2) + À. qu (2) + Pas (EI). (10.9) 


Dans le but d'améliorer l'efficacité de la méthode des approxi- 
mations successives on a élaboré des recommandations précises sur 
la transformation de la série (10.2) au moyen: du changement de 
variable À = « (n), en particulier au moyen d'application conforme 
(cf. L. Kantorovitch, V. Krylov [1] et V. Koublanovskaïa [1]). Il 
est clair que le changement de variable est dicté par l'information 
qu'on a sur la disposition des pôles de la résolvante. 

Passons au cas où la valeur donnée de 4, représente un pôle sim- 
ple de la résolvante. On a montré au $ 1 que le facteur associé à 
la puissance la plus élevée (dans ce cas, la première) du développe- 
ment en série de la résolvante est fonction propre de l'équation 
associée (en tant que fonction du deuxième argument). Aussi peut-on, 
lorsque la condition d’orthogonalité du second membre de l'équation 
initiale à la fonction propre de l'équation associée est vérifiée, sim- 
plifier la représentation de la solution par la résolvante en négligeant 
le terme mentionné de la série, ceci nous conduisant à la démonstra- 
tion du fait que la solution représente une fonction analytique de 
À dans un cercle de rayon supérieur à | À, |. Par conséquent, ici aussi 
la méthode des approximations successives doit nous conduire à 
une solution. Toutefois, cette conclusion n'est vraie que lorsque 
les calculs effectués conformément à (10.3) le sont avec une préci- 
sion absolue, ce qui n’est possible que dans les cas les plus simples. 
souvent dépourvus d'intérêt. L'erreur des calculs, elle, conduira 
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nécessairement à la violation des conditions (1.38), exception faite 
des cas élémentaires dont on parlera plus bas. 

B. Aliev [1] considère la résolution des équations intégrales de 
deuxième espèce (à noyaux symétriques) sur le spectre du point de 
vue de la théorie des problèmes mal posés (cf. A. Tikhonov, V. Ar- 
sénine [1]). Les calculs sont supposés précis, mais le second membre 
de l’équation initiale f (x) est donné avec une certaine erreur 6. 
Dans ce cas la série (10.2) sera comprise dans un sens spécifique (que 
nous appellerons asymptotique). 

L’algorithme s'avère convergent si 6*V tend uniformément vers 
zéro, où est le nombre de termes gardés dans le développement en 
série (10.2). Cette estimation montre qu'avec ô fixé, on ne peut pas 
garder dans le développement un nombre arbitrairement grand de 
termes. 

Appliqué au problème considéré concernant l'influence de l’er- 
reur des calculs sur la solution de l'équation intégrale, le résultat 
indiqué conduit à une conclusion analogue, à savoir que la serie 
(10.2) doit être interprétée comme asymptotique. Pour obtenir la 
solution on procède de la façon suivante. On fixe le nombre W de ter- 
mes gardés dans le développement et on choisit une partition fine 
du segment permettant d’atteindre la précision voulue pour la som- 
ne finie cherchée. Si l’on néglige l'erreur des calculs (reste l'erreur 
des formules d'intégration), il est toujours possible d'atteindre la 
précision fixée à l'avance puisqu’un nombre fini d’intégrales se 
calcule avec la précision voulue. Avec l'augmentation du nombre de 
termes gardés dans le développement il faut diminuer de façon cor- 
respondante la longueur des segments partiels. En fin de compte on 
réussit à déterminer avec la précision qu’on s’est donnée d’avance 
les valeurs de quelques sommes finies et si la variation des dernières 
de celles-ci se trouve être dans les limites de cette précision, on ar- 
rête les calculs. 

Considérons maintenant un autre procédé d'élaboration de repré- 
sentation convergente (P. Perlin [10]). Soit w, (x) une fonction propre 
normée de l'équation associée 

b 


#2) = à | K (y, 2) 4 (y) dy. (10.10) 


Transformons le second membre de l'équation (10.1) en ajoutant 
l'expression 


— 11 (x) | f (y) di (y) dy. (10.11) 


D m——, le 


Généralement, celle-ci doit s’annuler en vertu de la condition (1.38), 
mais placée dans une formule d'intégration quelconque, elle sera 
une grandeur petite. L'avantage d’un second membre de ce genre 
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consiste en ce qu'il est strictement orthogonal à la fonction wŸ, (x) 
(d’après la même formule d'intégration): 


b 


| {52 — vi (a) | FU) Cu) du} vi (2) dz = 


b b b 
= À F(œ) de) dr — À ie) dz | FC) QD ay = 0. (10.12) 


Remarquons que cette égalité est vraie quand la fonction Ÿ, (x) est 
normée conformément à cette même formule d'intégration. Du mo- 
ment que chaque fonction , (x) doit être orthogonale au second 
membre (cf. $ 1), il est donc naturel lorsqu'on passe à chaque nou- 
velle fonction p, (x) de réaliser une correction analogue à (10.11): 


b 


On (0) = Pan) — (0) Tex G) HG) dy (m=1,2,...) (10.13 


a 


et d'utiliser les fonctions œ, (x) pour la construction de œ,+, (x). 

Les raisonnements énoncés conduisent à la démonstration rigou- 
reuse de la convergence à condition de prendre comme fonction 
+, (x) non une fonction propre de l'équation associée même, mais 
celle d’une équation qui est effectivement associée à l'équation 
intégrale approchée qu'on construit. 

Il est clair que pour les systèmes d'équations intégrales dont la 
résolvante admet un pôle simple apparaissent plusieurs fonctions 
propres de l’équation associée et, ceci étant, les termes complémen- 
aires sont construits pour chacune d'elles séparément. Il est essen- 
tiel que dans ce cas les fonctions propres sont prises sous forme ortho- 
normée, l’orthonormalisation étant réalisée par la même formule 
que celle qui sert à former les termes complémentaires. Quelques 
procédés particuliers spéciaux de construction d’algorithmes conver- 
gents seront rapportés pour des équations concrètes ($$ 18, 19). 

Attirons l'attention sur le fait que si l'équation se résout sur 
la frontière du cercle de convergence (mais non sur le spectre) et 
que le second membre s'avère une fonction propre orthogonale de 
l'équation associée (pour la valeur propre), il n'y a pas besoin d'’uti- 
liser les différents procédés décrits ci-dessus (élimination du pôle 
par méthode du produit et procédés analogues) puisque la série 
(10.2) s'avère elle-même convergente. 

Arrêtons-nous sur un cas particulier (mais important pour les 
applications) où le point À = 1 est le pôle (simple) de la résolvante 
le plus petit en valeur absolue. D’une manière analogue à (10.8) 


8—-0340 
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nous obtenons alors que le rayon de convergence de la série 


(1 — À) p (x) = Po (2) + À [ma (x) — Po (21 + 
HA [gs (x) — p, (x)] + ... (10.14) 
est supérieur à 4 (cf. N. Gunter [1]). Il existe donc un T=1 
tel que pour m> N le rapport me 
que l'on veut. Pour m>n7n nous avons 


sera aussi petit 


Pm (Z) — Pn (TZ) = [Pm (x) — Pm-1 (x)] + 
+ [m1 (&) — Pme (I + 0 0. + [Pu+r (2) — Pn (2). 


Par conséquent 
| Pm (Z) — Ph (x) | < | Pm (Z) — Pm-1 (x) | +... 


ee + | Pit (2) — Pr (z) 1 KE. pente 4m (4, =). 
(10.15) 


De l’estimation (10.15) découle l’affirmation (dite principe de Ro- 
bin) que les fonctions p, (x) tendent, et de plus uniformément, vers 
une.limite (qu’on notera p* (x)). Aussi peut-on passer à la limite 
de gauche et de droite dans les relations de récurrence (10.3). En 
définitive, nous en venons à affirmer que la fonction limite œ* (x) 
représente une des fonctions propres de l'équation intégrale initiale 
au point À = 1. Dans le cas particulier où les conditions d’orthogo- 
nalité aux fonctions propres de l'équation associée sont réalisées, 
p* = (0. 

On tire des estimations rapportées plus haut l'expression (P. Per- 
line, E. Chafarenko, A. Sternchis [1]) de la somme finie de la série 


(10.2) : 


Ni 
Pa (a)= À pa (a) = D(z)+ Not (z)+ex (2h (10.16) 


où © (x) est une certaine fonction et €; (x) tend vers zéro lorsque 
N — ©. 

On aboutit à des résultats analogues dans le cas où le plus petit 
pôle en valeur absolue de la résolvante est le point À = —1. La 
limite 

Jin (1) (= p* (x) 
existe et la fonction @* (x) sera fonction propre de l'équation initiale 


au point À — —1. On obtient pour la somme finie des termes de la 
série la même formule que (10.16). 


$ 10] METHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES 415 


Il découle de notre exposé que la méthode des approximations 
successives conduit pour les équations de ce type aux fonctions 
propres pour un second membre arbitraire. L'utilité des formules du 
type (10.16) (les séries qu'elles déterminent divergent) est évidente, 
car dans les cas où l'équation intégrale sert à résoudre un problème 
aux limites, les grandeurs cherchées ne dépendent pas des fonctions 
propres de l'équation intégrale (cette question est élucidée en détail 
au chapitre VT). 

Notons que S. Mikhline [6] résout le problème de construction 
approchée de la résolvante moyennant le remplacement du noyau 
par le noyau dégénéré et obtient différentes estimations de l'erreur. 

Plus haut les équations intégrales étaient supposées régulières. 
Arrêtons-nous succinctement aux particularités surgissant lors de la 
résolution des équations singulières par approximations successives. 
Il est évident que si la convergence de la méthode est démontrée, 
sa réalisation se ramène également au calcul des intégrales confor- 
mément aux relations de récurrence (10.3) et la présence de singu- 
larité ne se manifeste que dans la nécessité d'utiliser des formules 
d'intégration spécifiques. 

S. Mikhline {2} a démontré (cf. $ 8) que pour une norme suffi- 
samment petite de l'opérateur singulier (déterminée par la norme de 
l'opérateur de régularisation) la méthode des approximations suc- 
cessives s'avère convergente. V. Kupradze [3] a montré le bien- 
fondé de l’application de la méthode pour la résolution des équations 
intégrales singulières bidimensionnelles de la théorie de l’élasticité 
quand le milieu est homogène par morceaux (dans le cas spécial du 
problème fondamental de contact ($ 35)), et Pham The Lai *[1]) 
a étendu ce résultat au cas des problèmes spatiaux fondamentaux 
(premier et deuxième) de la théorie de l’élasticité ($ 33). Certaines 
questions de convergence de la méthode des approximations succes- 
sives, appliquée aux équations apparaissant au cours de la résolution 
des problèmes de la théorie de l'élasticité. seront considérées ay 
$ 33. 

Les questions de construction des formules d'intégration pour 
les intégrales singulières dans le cas d’une dimension seront envisa- 
gées au $ 12. Dans le cas de deux dimensions et plus les formules 
d'intégration sont obtenues pour des noyaux de forme spécifique 
seulement. B. Gabdulkhaev {2] a considéré une intégrale singulière 
avec le noyau de Hilbert 

20 27 


| [ cotg — cotg Là (x, y) dx dy, 
0 0 L 


et A. Vaïndiner et V. Moskvitine [1] une intégrale avec des noyaux 
qu'on rencontre dans les équations intégrales de la théorie de l’élas- 
ticité (cf. également $$ 31, 33). 


5% 
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$ 11. Méthode d'intégration mécanique 
pour les équations intégrales régulières 


Considérons à nouveau l'équation intégrale de Fredholm (10.1), 
mais avec d’autres notations pour plus de commodité: 


| 
z (s)—à | H(s,t)z(t)dt =y(s). 
0 


Divisons le segment en m parties comme au paragraphe précédent. 
Chacun des procédés proposés de calcul approché des intégrales 
aux points de référence pour des valeurs conventionnellement données 
de la densité conduit à un système d'équations linéaires par rapport 
à ces valeurs. Il y a des estimations permettant de démontrer (pour 
des contraintes bien définies imposées au noyau et au second membre) 
la convergence de la représentation réticulaire ainsi obtenue de la 
solution vers la solution exacte. On a en outre les résultats fonda- 
mentaux suivants. 

Si l'équation intégrale est résoluble (À n'étant pas valeur propre), 
le système linéaire correspondant sera résoluble à partir, pour le 
moins, d’une division suffisamment petite. 

. La démonstration consistera à obtenir certaines estimations, 
nécessaires pour l’application des principes de la théorie des métho- 
des approchées (cf. $ 9). 

Présentons la formule d'intégration sous la forme 

i 


n 
| z(t)dt= D Al (He). (11.1) 
Û k=1 
Les points {, sont affectés également d'indice supérieur permettant 


la variation de leur nombre total et de leur disposition. L’équation 
est remplacée alors par le système d'équations: 


LA 
z (A D ANA AP, 2 A = y (EP) (i=1,2,...,n). 
h=1 


(11.2) 


Si Ie segment est divisé en » parties et l’on veut appliquer la formule 

des rectangles, on a 
gt") __2k—1 
R 2n 


CES 
, Ak eh 


(k=1,2, :5:3n): 

Nous supposerons pour plus de simplicité que les fonctions 
H (s,t)et y (s) et par conséquent z (s) sont des fonctions périodiques 
de période 1. Nous adoptons en qualité d'espace À l’espace C des fonc- 
tions périodiques continues (de période 1), en qualité d'espace ZX’ 
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l'ensemble des fonctions périodiques brisées avec pour abscisses de 
leurs sommets les points f;"’. Comme espace X nous choisissons l’es- 
pace de dimension finie m, formé des éléments x — (E,, E:, . .., En) 
et muni de la norme || x || — max || £; | , et comme image de la 
fonction ses valeurs en x points: 
z= or = (re (ti), :.z(0")l 

Soit Z = (Ms M2, + - +, Mn), l'élément z° = q5'z (de l'espace X') 
sera alors une fonction linéaire par morceaux avec ses sommets aux 
points (44"’, 12). On a évidemment 


lpl= Hp "'i= 1. 


Désignons par H l'opérateur dans l’espace X, défini par la ma- 
trice || ASH (#”, t°”) Il. Se référant alors au $ 9, nous concluons 
que le théorème I aura lieu si seulement les conditions (9.3), (9.5), 
(9.16) sont vérifiées. 

Notant w° (6) et w‘ (6) les modules de continuité du noyau par 
rapport à chacun des arguments, cherchons l'estimation de la norme: 


1 n 
IpHz' Hz I=max| | H(ti,t)z'(t)dt— S AH (t,,tx) x ()|= 
| 0 h=—=1 


n the 


= max|Y | H(t,tz'(tat— DZ H(t, EM) 2 (+) dt+ 
F  k=1 k=1 ‘ 
+2 He, RE) fo (tn) +2 (tnas)] — 


> HG he (| 


k=1 

<[ot()+5e()+set (+) use 2ot (5) nat 
(11.3) 

Par conséquent, la condition (9.3) est remplie, F E — 201) 


Passons à la vérification de la condition (9.5). En qualité de 
fonction x’ € X” approximant les intégrales 


1 
g(s)= | H(s, t)r(t) dt, 
0 
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nous prenons la fonction linéaire par morceaux coïncidant avec celles- 
ci aux points {;, autrement dit pour 4 < S< ty+1: 


| 1 

z'(s)=n(ti+ — 5) | H(t, t)z(t) dt+n(s—t;) | H (tu t)z(t)dt. 
0 0 

Nous obtenons l'estimation 


Jg(s)—zx"(s) | — 


CES 


=| | (H(s;,t)—n(tisà—s) H(t;, t)—n(s—t;)H(t;:1, t)}zx(t) dt}. 


© 


L'expression dans l’accolade étant estimée par &° (Â/n), on obtient 
, s [ 1 
Az |<o (=)1z1 (11.4) 


et par conséquent, €, — &° (1/n). Des raisonnements analogues pour 
la fonction y nous conduisent à l'estimation 


, 1 
Uy—y" Se (=), (11.5) 
où &’ (ô) est le module de continuité de la fonction y. Donc, la con- 
dition (9.16) est observée et 


e=w (+) (11.6) 


nJUIyl: 
Ainsi, la constante q figurant dans le théorème I 
ti 1 1, 
a=lAl[IKlo (+) +20 (5) + 


H21le (Jet (z)]IK 
peut être rendue inférieure à 1 moyennant un accroissement adé- 
quat de 7, ce qui nous conduit au résultat cherché (rappelons que 
Kz = zx — \Hr). 2. 

Rapportons les formules définitives donnant l'estimation de 
l'erreur de la solution approchée 5!x, : 


Uzt—p'al<£{4lA lot (Se) K-11+ 


n 


+(1Al 0 FREIN PENPNRTS DIEM 


Des résultats analogues auraient pu être obtenus pour le cas non 
périodique également en utilisant la formule des trapèzes. 


IKllw, (+ 
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Passons à la considération des équations intégrales quand le 
nombre À est une valeur propre. On peut certes ici aussi appliquer 
formellement la méthode d’intégration mécanique, mais des diffi- 
cultés de poids apparaissent alors. Premièrement, on aboutit à un 
système d'équations linéaires dégénéré ou presque, et il importe 
pour obtenir une solution stable d'avoir recours aux procédés de 
régularisation (cf. A. Tikhonov, V. Arsénine [1]). Deuxièmement, 
ayant obtenu des valeurs stables il faut démontrer qu’à la limite la 
solution du système tend vers la solution exacte de l’équation inté- 
grale. 

Notons qu’on peut utiliser dans certains cas des procédés spéci- 
fiques. Par exemple, si les fonctions propres de l'équation initiale 
et associée sont connues, il convient alors de passer à l'équation 
(1.36) qui ne sera plus associée à la valeur propre. On trouvera au 
$ 18 le procédé de P. Perline et Yu. Chalioukhine [1] appliqué au 
problème de réalisation numérique de l'équation de N. Muskhelish- 
vili. 

$ 12. Méthodes approchées de résolution 
des équations intégrales singulières 


Il découle des résultats énoncés au chapitre I que les équations 
intégrales singulières peuvent être transformées en équations régu- 
lières équivalentes (seule l'existence d'une telle transformation est 
démontrée dans le cas d'équations non unidimensionnelles). Aussi 
pour résoudre l'équation singulière peut-on, en général, passer aux 
équations régulières correspondantes et obtenir leur solution appro- 
chée. Toutefois, vu la complexité de l'élaboration de l'équation ré- 
gulière cherchée (aussi bien du noyau que du second membre), la 
réalisation d'une telle procédure paraît assez volumineuse. 

Dans cette optique, la recherche de la solution des équations 
intégrales singulières (unidimensionnelles) *) mêmes parait préfé- 
rable. Les méthodes proposées sont en grande partie la générali- 
sation des procédés de résolution des équations intégrales régulières, 
qui tiennent compte du trait spécifique du calcul des intégrales sin- 
gulières et surtout du fait que les équations intégrales singulières 
caractéristiques se laissent résoudre sous forme explicite. 

Nombreux travaux sont consacrés à la résolution des équations 
intégrales singulières (aussi bien à la construction des algorithmes 
approchés qu’à leur justification). Citons ceux de M. Lavrentiev, 
S. Mikhline, A. Kalandia, V. Ivanov, B. Gabdulkhaev. 

Arrêtons-nous d’abord aux cas de la résolution directe des équa- 
tions intégrales singulières aussi bien pour les contours fermés que 


*\ Le cas d uu plus grand nombre de dimensions n’est pas considéré à cause 
du manque pratiquement d'études générales quelconques. Les équations partit 
(les équations de la théorie de l'élasticité) sont étudiées au $ 35 e- 
plus loin. 
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pour les contours non fermés, sans transformation préalable du con- 
tour en circonférence unitaire y ou en segment L, (—1, 1). Pour plus 
de simplicité limitons-nous au cas d’un seul contour. 

Supposons (cf. S. Mikhline, H. Smolitski {1]) que le noyau de 
l'opérateur régulier est une fonction dégénérée 


se 


K (1, )= 2 2 | un (t) Ur (T). (12.1) 


On peut alors, après avoir porté le terme régulier dans le second 
membre, représenter l'équation initiale sous la forme 


a()p()+- 0e | SOPE OZ enun(t), (12.2) 


L 
eu = | vx (r) po) dr. 
L 


Nous supposerons les coefficients c, conventionnellement donnés. 
On parvient alors à résoudre l’équation sous forme explicite (admet- 
tant que pour une valeur négative de l'indice, la fonction f (4) véri- 
fie les conditions d’orthogonalité). La solution de l'équation caracté- 
ristique obtenue dans ce cas dépend des paramètres c; et la substitu- 
tion de cette solution dans les égalités déterminant les constantes 
c, conduit à un système linéaire. 

Abordons le problème du calcul des intégrales singulières qui 
précède, naturellement, la considération de la résolution appro- 
chée des équations intégrales singulières. Si les densités des intégra- 
les singulières étaient connues, le calcul même des intégrales était 
une opération élémentaire grâce aux représentations régulières (2.5) 
et (2.18). Plus encore, on peut calculer directement ces intégrales 
comme intégrales impropres en partageant préalablement le contour 
en portions d'égale longueur et en éliminant conformément à la 
définition de l'intégrale singulière deux portions voisines du point 
singulier. Soit t, (i—=1,2,...,n +2,11, = a, t,}4, — b) un tel 
ensemble de points. Les longueurs de toutes les cordes 4,4, — t; 
doivent être égales entre elles, sauf peut-être la longueur de la corde 
tn+2 — tn+1 qui doit être non supérieure aux autres. Nous définirons 
également les points de la courbe Z par la longueur de l’arc s, mesurée 
à partir du point t, = a. Notons M — max | Er (£, to € L). 
Nous choisirons le nombre nr suffisamment grand pour que sur l'arc 
(t;, tj+1) soient vérifiées les inégalités 

léjta — 4 Il — tb} GS j), 
[ss —sI<21t—tI<K4ltih —t6}. 
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V. Ivanov [1] a démontré que la formule d'intégration obtenue 
par le procédé proposé ci-dessus (connaissant les valeurs de la fonc- 
tion (ft) aux points tj) 


n+i 
1 CPE) y, 1 b—tr Pt) —-pn) 1, 
+ | 1— ty dt=— ni In ty —a » ji (£j+s —t;) 


(12.3) 
donne l’erreur 


A,<+A(++Miman)( ©), 


le cran montre que la somme est prise sur tous les j # X, k — 1 
(k = 1, 2,..., n +1), S est la longueur totale d'arc, À la con- 
stante de la condition H-L. 

Passons maintenant au cas où la densité possède une singularité, 
admettons au point £&, = a — — 1. Limitons-nous au cas du contour 
L,. Désignons par 0, (f,) le voisinage du point f, ayant son centre 
en celui-ci et la longueur 2/n, nr étant suffisamment grand pour que 
lt — a | > 3/n. Partageons ensuite le contour Z, en 2n parties éga- 


les par des points #,, to, . . ., ton+,- La formule d'intégration s'écrit 
alors 
p (rt) dt dr 
TT 
\ (T+1)? (T—0) 5 '] +1) (t—1) 


+5 RD RN) GnOGEN (424) 
NES 1—7Y ni 


L'intégrale figurant dans celle-ci peut être représentée par la série 


 — ncotgj;n _ | 7 
l (+1)? (T—t) (t+1)Ÿ +2 TR EF (£ + 1)°. (12.5) 


Le cran dont le signe >. est affecté signifie que la somme est prise 
sur tous les j tels que le segment ({;+,, t;) € ©, (t). Si la singularité 
se manifeste au point 1, un changement de signe est nécessaire dans 
certains des termes. L'erreur de la formule d'intégration est estimée 
de la façon suivante: 


À n° a | 1 


Tu l* 
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Remarquons que la précision des formules d'intégration se trouve 
sensiblement élevée si on se base sur l’approximation polygonale de 
la densité, en d’autres termes, si on remplace œ (t) par les fonctions 
linéaires | 

it t—t 
p* (£) =  (£x) ne + P (nes) (LE (trs tn+4)). 
Pour un contour fermé l'erreur est estimée à C In n-n-° (cf. A. Kor- 
neitchuk [1]). 

V. Ivanov [1] a établi ses formules d'intégration à partir des po- 
lynômes de Faber O, (z) *). Dans ce cas l'intégrale singulière s'ex- 
prime par 


4 [ ) 
Ju 19 dr: —œp{t) + à quO, (t), (12.6) 
où 


Si l'on ne garde dans la représentation (12.6) que nr termes, 
l’erreur de la formule est alors: Cn£-%, où « est l’indice de la classe 
H-L à laquelle appartient la fonction œ (t), et e > 0. Dans le cas 
où la fonction  (t) admet une dérivée d’ordre p, elle aussi de classe 
H-L, l'estimation de l'erreur est renforcée: Cnt-P&. 

Soit à présent ZL un contour non fermé, différentiable, d’extrémi- 
tés a et b. Supposons que la densité peut être représentée sous la 


t 
forme Par (Rey << 1). L'intégrale singulière correspondante est 
alors 
1 | œp (rt) dt p (a) cotg vx 


fi Fi (t—a)Ÿ (T—t) S ni (tT—a)" 1 


pE) RO a) TE ne 1 ( On (t)—On (1) 
Tai 2 mnt _ +2 FA Zn | (— a)" (t—0) dl 


(12.7) 


Une formule analogue (aux signes près) peut être obtenue dans 
le cas où la densité admet une singularité à l’extrémité b. Il convient 
de rappeler que pour le segment L, les polynômes de Faber sont po- 
lynômes de Tchebychev. 

Considérons maintenant quelques cas spéciaux de représentation 
de la densité pour lesquels le calcul des intégrales singulières est 


*) Le polynôme de Faber d'ordre k est la partie polynomiale de k-ième degré 
de la fonction réalisant l'application conforme de l'extérieur de contour sur 
l'extérieur du cercle et dont le coefficient dominant est égal à l'unité. 
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élémentaire. Soit y comme auparavant une circonférence de rayon 
unité. Prenons la fonction ®, (t) sous la forme d’une série tronquée 
de Fourier 

ñn 


Pn(t)= 2 at. (12.8) 
La valeur de l’intégrale singulière de la somme finie (12.8) est alors 
ñn 1 
ge [are Sat D ant. (12.9) 
Y hk=0 =-n 


Si l’on construit la représentation sous forme d'une série en partant 
des valeurs de la densité aux points t; — eï°i (6, — en j), le 


polynôme d’approximation est de la forme 


… 1 : t \-n tj 
Pa) = TT À P (&;) (=>) ESS (12.10) 
À, (5 
L'intégrale singulière, elle, est égale à 
1 Pn (T) Le 
di | T—t ax = 
v 
- 21 sin n -2ŸL sin (n +1) 20 
J=-n 5 9 ” 
(12.11) 


Passons maintenant à la construction de la solution approchée 
des équations singulières quand le contour est un cercle. Nous sup- 
poserons que l'indice x >0, donc que la solution existe toujours. 
Pour fixer les idées nous chercherons la solution pour laquelle l’in- 
tégrale de type Cauchy 


1 
27ti { 2e ar 
Y 


admet à l'infini un zéro de l’ordre le plus élevé. Choisissons pour 
cela la représentation de la solution sous forme de la série 


n 


_ si 
op (t) — > antt+ à FM (12.12) 


k=0 


On peut calculer les coefficients «; de différentes manières (comme 
dans le cas des équations régulières) : par une méthode selon laquelle 
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on égale les deux membres de l’équation en un ensemble quelconque 
de points du contour (aux mêmes points {; par exemple) dite méthode 
de collocation, ou par la méthode des moindres carrés, en exigeant 
que l'écart entre les premier et second membres soit minimal (en 
moyenne) (cf. S. Mikhline [4l), etc. 

B. Gabdulkhaev [1] a étudié la première des méthodes citées 
du point de vue général de la théorie des méthodes approchées (cf. 
$ 9). Il est démontré que lorsque l'indice est égal à zéro et dans le 
cas où l'équation n'’admet pas de fonctions propres, il existe une 
valeur nr *) telle que le système obtenu par cette méthode soit tou- 


jours résoluble. La solution approchée œ (t) ainsi déterminée converge 
vers la solution exacte aussi rapidement que 


Ip—vpl<(4:inn+B,)nr-et8, (12.13) 


où À,, 4, Bet B, sont certaines constantes ne dépendant pas de n, 
B une constante arbitraire, &« > B > 0. L'inégalité (12.13) est com- 
prise au sens de la norme 


| P(t1) —@ (2) | 


qg|l= max l su 
NGl= max 1 (0) 1+ sup 7 


V. Ivanov [1] a considéré cette même méthode pour un autre espace 
fonctionnel, ce qui explique l’obtention d'une estimation différente. 

Passons maintenant à la résolution directe de l'équation singu- 
lière sur le cercle y par la méthode d'intégration mécanique (cf. 
Fan Van Khap [1]). Récrivons l'équation sous la forme 


YŸ 


pey+ HE EOEO 7 ET KG, Dom dr=f(#. (42.14) 
v 


L'équation (12.14) étant déjà normée, a (t) — 1. Pour ce qui est 
du noyau # (ft, t), une singularité intégrable est admissible, autre- 
ment dit 


Le, DI<CIt-ThHt(p>O). 


Appliquant les formules d'intégration à l'équation initiale on obtient 
l'équation fonctionnelle 


b ni , ” n ; 
OH D SOEO A LD RE, 2) p (tx) At = f (E), 
Rk=1 k=1 
(12.15) 
tE(L,, tj+1), k<j—1, k> j+1, Aty = tr+i — tre 


*) Plus précisément, vérifiant la contrainte 
(4,inr<+ Bin" 2+t8 C4, 
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Les points {, divisent comme auparavant le cercle en nr parties 
égales. Les fonctions b (t), f (£), k (t, t) appartiennent à la classe 
H-L (sauf les points t = { pour le noyau # (t, t)). Pour la résolution 
approchée de (12.15) nous égalons les membres gauche et droit de 
cette équation aux points {,. Nous sommes alors conduits au système 


n n 
b (ti) P (x) — (tr) 
P (ti) + Se 2 pen Oh > kixp (tx) = 
hell RD hi 1 R>I+I 


Il est démontré que si l'équation proposée (12.14) admet une 
solution unique, alors à partir d'un certain n le système (12.16) aussi 
admettra une solution unique et la solution approchée ainsi obte- 
nue convergera uniformément vers la solution exacte lorsque r tend 
vers l'infini. 


$ 13. Méthodes approchées de résolution des équations 
intégrales singulières (suite) 


Considérons à présent les cas d’un contour discontinu. On a 
montré au $ 6 que l'équation pour un contour discontinu peut tou- 
jours être ramenée à une équation pour un contour continu. Mais 
dans ce cas l'équation devient assez volumineuse et à part cela le 
contour d'intégration s'agrandit, ce qui complique la résolution 
effective pour des mêmes ressources de l'ordinateur. | 

L'utilisation de la formule (12.4) et de formules analogues permet 
d'obtenir dans ce cas aussi la solution de l'équation intégrale. Il 
est rationnel bien sûr (mais non obligatoire) d'inclure dans la re- 
présentation de la solution des facteurs correspondant aux singularités 
de la solution aux points extrémités. Ces singularités sont détermi- 
nées d'emblée du problème auxiliaire de Riemann (cf. $ 5). 

Une attention particulière est accordée aux équations singulières 
à coefficients a (t) et b (£) constants quand le contour Z représente 
un segment que nous désignons par L,. Les équations de ce type sont 
rencontrées assez souvent dans les applications (cf. $ 23) et pour 
leur résolution on a mis au point toute une série de procédés spéciaux 
(M. Lavrentiev, À. Kalandia, (Gr. Pykhtéev et autres). 

Rapportons cette équation 


ap + | PO + ETC t)p(r)dr=f(t). (13.1) 
Li Li 


Il découle de ce qui a été démontré au $ 6 que la solution de l’équa- 
tion (13.1) peut être représentée sous la forme 


o () = 8 (0 (1 — 9e (# + 1), (13.2) 
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où la fonction g(t) est continue et non nulle sur tout le contour Z, 
et les exposants & et B sont déterminés à l’aide des égalités 


1 ib \ 
ain (EE) +, B=—m(r)+M. (13.3) 


Les nombres entiers N et :{ sont choisis de telle sorte que les con- 
stantes & et B vérifient les contraintes —1 < Rea, Ref < 1 assu- 
rant la signification physique de la solution du problème aux limites 
initial. Il est évident que la somme « + f sera un nombre entier 
égal à l’indice de l'équation, et c’est pourquoi, quand & + Bf — — 1 
(la somme ne peut pas être moindre), l'équation (13.1) sera résoluble 
si la condition (4.13) est vérifiée. Quand au contraire & + B = {, 
il convient d'exiger, pour l'univocité de la solution, que soit vérifiée 
la condition 


| p(t) dt = À, (13.4) 
Li 


où À est une certaine constante. 

La densité étant représentée par (13.2), il est préférable de re- 
chercher la nouvelle fonction g (t) sous la forme d une série suivant 
les polynômes de Jacobi (cf. par exemple D. Jackson *{[1]) 


eO= ÈS a, pe (b. (13.5) 
n=0 


Rappelons qu’on appelle polynômes de Jacobi les polynômes de la 
forme 


OT CE CE CC AC EP a à 
(13.6) 

Lorsque « = B — 0, les polynômes de Jacobi coincident avec les 

polynômes de Legendre et, lorsque & = ff = — 1/2 et & = B = 1/2, 


ils coïncident avec les polynômes de Tchébychev de première et se- 
conde espèces respectivement. Les polynômes de Jacobi représen- 
tent (pour des valeurs fixées des paramètres & et B) un système ortho- 
gonal de fonctions sur le segment Z, avec le poids 


@ (t) = (1 — te (1 + 1P, 
et il faut pour l’orthonormalité introduire en outre les facteurs 
[ a+B+on+i F(a—B+n+1)n! |"= 1 


22+B+1 F(atn+1) FT (P+n+1) çetæ. Bj1,2 ° 


Dans notre cas, où les paramètres & et B ne sont pas arbitraires (leur 
somme (k) est le nombre entier 1, O ou —1), on a la formule (cf. 
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1 


F. Erdogan, G. D. Gupta, T. S. Cook *{[1]) 


1 d 
3 Jo -T = 
Li 


= —<o(t) PP (2 TPE S pre -B(). (13.7) 


L'égalité (13.7) permet d’élaborer d'emblée une méthode approchée 
de résolution de l'équation intégrale (13.1) si la solution est recher- 
chée sous forme de la série (13.5). Nous sommes amenés alors à l’équa- 
tion fonctionnelle 


DE [RP +2, D ]-10, (438 


h, (t) = | o(T) PP (x)k(t, t)dr. 


Li 


Pour résoudre cette équation on peut développer ses premier et se- 
cond membres suivant les polynômes de Jacobi Pt-æ -B) (4) (I — 
= 0, 1, ...). Puis, égalant les coefficients des mêmes polynômes, 
on parvient au système d'équations algébriques 


N 
27kb 
ee Je —$) art Ÿ duicn = F, (1=—0, 1, 22. AN), 
n=0 
où (13.9) 
= | PE D (r)({—r) (1x) Ph, (x) dr, 
Li 
Fe À PSP (0) (Ar) (1 +7) À (0) dr. 
Li 
Procédons à l'analyse de ce système en fonction de la valeur de 
k. Lorsque À — — 1, l'équation (13.9) est résoluble, pourvu que soit 
vérifiée la condition d'orthogonalité qui s'écrit de la façon suivante: 
M dt 
| ÉLUS k(£, T)o(r) de] =0. (13.10) 
1 1 


On peut montrer que la première équation du système (13.9) est 
équivalente à l'équation (13.10). Ceci étant, nous obtenons pour 
N + 1 inconnues a, un système d'ordre NW + 1. Lorsque k = 0, 
le système est résoluble univoquement. Lorsque k = 1, on a NV +2 
inconnues et c'est pourquoi la solution du système ne sera pas uni- 
voque, aussi doit-on avoir recours à l'équation (13.4). 
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Passons à la considération d'équations intégrales singulières d’un 
type plus général que celles étudiées précédemment : 


+ k(E, Dp(mdr+ [HE D'or) def (0, 


ñ 
1 Li 


rte 
L L 


(13.11) 
où le noyau complémentaire k,(t, t) est de la forme 


n 


» cn(t +1) (T2) + > b; A+ (T— 22) 1. 


k=—0 3=0 


Par z, et z, sont désignées respectivement les expressions 
[CE + 1) et%1 — 1] et [(£ — 1) ei9: + 11, où 8, et 6, sont des constan- 
tes prises dans les intervalles 0 << 8, << 2x et —n << 8, << n. Des 
équations de ce type apparaissent en particulier dans la résolution 
des problèmes plans de la théorie de l’élasticité pour des surfaces 
présentant des coupures émergeant à l’extérieur ou sur la frontière 
de séparation des milieux. 

Ces équations diffèrent de celles étudiées au ch. I par le fait 
qu'elles ne se ramènent pas au problème aux limites de Riemann, 
quoique dans ce cas aussi on peut affirmer que la solution s'avère éga- 
lemént représentable sous la forme 


pÜ=gDA—HAt+D (—1< Re, Ref < 1), 


où g (t) est une fonction de classe H-L et les constantes & et B sont 
trouvées en analysant l'équation elle-même (en utilisant les proprié- 
tés des intégrales de type Cauchy sur les contours non fermés). Utili- 
sons la formule d’intégration (A. H. Stroud, T. D. Secres *[11) 


N 
| Fe, DA) A+ are D'W,F(t, 8), (13.12 


Li h=1 
où {, sont les racines des équations 
PR ()—=0 (k=1,2,..., N), 
et les facteurs de poids sont égaux à 
W,= — 2N+at+p+2 _TIN+a+WT(N+B+1) ” 


(N+WI(N+a+B+1) P(N+a+p+1) 
oa+8B 


NV eee 
PR (tn) PT (tx) 


L'utilisation de la formule (13.12) pour la résolution de l’équa- 
tion intégrale par la méthode de collocation conduit au système 
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= 15 Mal +Æ(, h)+aki(#, 5) ]=5(9 (13.13) 
us 
(=1, 2, ..., N—1). 
Les points t sont les zéros de l'équation 
PR "+0 (8)=0, 
—1<Rea, ReB<O0O (j=1, N —1). 
Pour d’autres contraintes imposées à & et 8 jee points #? se trouvent 
être les zeros des équations 
PRE 8-0 (8)=0 (0<Rea<1, 0<Rep<1), 
Pt 8+D (@) 0 (0<Rex<1, —1<Rep<O), 
pri B- 0 (9) 0 (—1<Rea<0, 0<Rep<1). 


Remarquons que si —1 << Re &, Re f < 0, il faut pour résoudre 
l'équation (13.13) faire appel à l'égalité (13.4) dont la réalisation 
approchée conduit à une autre relation 


ps 
2 gtx) Wr=AÀ, 


qui s'ajoute au système (13.13). 
Passons à la définition des grandeurs & et B. Considérons l'in- 
tégrale de type Cauchy 


1 t 1 g(t)(1—1c(1+08 
the us FN 


t—: 


Li 
Cette intégrale peut être ui par 


D()=—g(— 1 (++ (1 


«(z—1)*+@, (2), (13.14) 


où la fonction ®, (2) est partout bornée sauf peut-être aux points —1 
et 1 où l'on admet des singularités d'ordre inférieur à Re & et Re f. 
Puis partant des formules de Sokhotski-Plemelj (2.9”) nous obtenons 
une représentation équivalente pour l'intégrale singulière 


1 p (T) 
A | T—t dt= 
Li 


= —g(—1) 2% cotg nf (£+1) + g (1) Pcotg na (1— 2) + Fi (8), 
(13.15) 


X 


9—0340 
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où le comportement de la fonction F, (t) est analogue à celui de la 
fonction ©, (z). 
Considérons maintenant l'intégrale 
1 ED  _nr- 
+ d-o(:). 
Li 

Rappelons que les points z, se disposent sur une certaine courbe 
(segment) quand les points t parcourent le segment L,. Cette inté- 
grale peut être représentée par 


-7iB 
Da) = —8(—1)2 ele (+ 1) + Fi (+). (43.16) 


Les propriétés de la fonction F, (t) au voisinage du point —1 sont 
évidentes. 
Considérons maintenant l'identité 


+ | pr) (+1) EE (r— 24) de = (84 1) TE D (2) 
Li 


. permet d'obtenir la représentation 
-7iB 
+ POEHAP Tea) dre —8(— 12 EX 


Li 


x eiB018 (B—1) .… (B—&+1) (44 1) + (641) LE Fi (0). 


Substituant les représentations qu'on vient d'obtenir dans l’équa- 
tion (13.11), nous avons 


RON PRE EE ERREARRRER RIRES 
ziB 
g ie (641) + Fi (t) + 


— Cog (— 1) 2° 


HD af 602 EE ile (B— 1) (B— KA) (+ 18 + 


k=1 
+ (HAE Fi (0 ]= 1 0. 


Le premier membre de l'équation étant borné partout et en 
particulier dans le voisinage du point —1, nous obtenons pour la 
détermination des grandeurs & et B les équations 


cotgrna—=0, a— ——+., 


cos nB+ eme" + À CnB (B— 1) (B—k+1)|=0 (13.17) 


8 13], MÊTHODES APPROCHEÉES, ÉQUATIONS INTÊGRALES SINGULIERES 431 


qui auraient été, bien entendu, plus volumineuses si les termes à 
coefficients b; avaient été gardés dans les équations (13.11). Notons 
que les questions générales concernant la résolution d'équations de 
ce genre sont étudiées par F. Erdogan *[2]. 

Indiquons que D. Sherman [26] a obtenu la solution exacte d'une 
équation concrète de la classe considérée. La singularité mise en 
évidence de cette solution coïncide avec celle qui a été définie à 
l’aide des équations (13.17). 

L'approche exposée n'exclut pas l'avantage de la résolution 
directe des équations (13.11) par la méthode d'intégration méca- 
nique. Il faut tenir compte du fait que lorsque la densité est mise en 
facteur dans chaque domaine partiel, les expressions restantes peu- 
vent être intégrées sous forme explicite. Il est clair qu'il faut employer 
une subdivision plus fine au voisinage des extrémités. 

Le procédé exposé plus haut est entièrement applicable quand 
les coefficients c, et b, font défaut (autrement dit, quand il est 
question d’équations singulières ordinaires). Citons l’article de 
A. Kalandia [4], dans lequel est étudiée l'équation 


1 


Î 
nm a+ | k(£, t)p(r)dr=f(t) (13.18) 


2 A 


pour toutes les contraintes possibles imposées au comportement de 
la solution aux extrémités. 


CHAPITRE III 


PRINCIPAUX FONDEMENTS DE LA THÉORIE 
MATHÉMATIQUE DE L’ÉLASTICITÉ 


$ 14. Problème spatial 


Supposons qu'un corps élastique occupe dans l'espace à trois 
dimensions un domaine D délimité par une surface fermée S. Si ce 
domaine est fini, nous le noterons D*, s’il est illimité, D-. 

La résolution du problème de la théorie de l'élasticité consiste 
à déterminer en tout point p (de coordonnées cartésiennes z;, ze, ts) 
un vecteur uw (de coordonnées cartésiennes u,, U>, U4) caractérisant un 
petit déplacement de ce point au cours de la déformation du milieu. 

‘Le champ vectoriel w (p) définit dans le corps le tenseur de petites 
déformations 

14 f ou ou 
en = Se + + | (i, j=1, 2, 3). (14.1) 
Ces déformations à leur tour définissent les composantes du tenseur 
des contraintes, lesquelles en vertu de la loi de Hooke et dans le cas 
d'un milieu isotrope peuvent être représentées sous la forme 


Of — A6 :/0 + 2ue;, 6 = div U, (14.2) 


oùLA et u sont les constantes physiques du milieu dites constantes de 
Lamé *). 

:Les composantes du tenseur des contraintes vérifient les équations 
d'équilibre 
=0 (i=1, 2, 3). (14.3) 


5 


On suppose ici que les forces de masse sont absentes. 

Substituant dans (44. 3) aux contraintes les dérivées du déplace- 
ment conformément à la loi de Hooke nous obtenons les équations 
dites équations de Lamé 


Atu = up Au + (À + u) grad div u = 0. (14.4) 


*) En littérature technique on utilise plus souvent d’autres constantes: 


_ Gi+2mH 14 ” À Sd Poi 
E ETES le module d’Young, v RD) le coefficient de Pois 
son que l’on suppose par la suite 0 & v < 0,5. 
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Comme les déformations (il y en a six) représentent les dérivées 
de trois fonctions scalaires, elles sont liées entre elles par les six 
relations différentielles suivantes, appelées conditions de compatibilité 
de Saint-Venant: 


OE;j __ O"Erft d*Ej : : 
Ôr, 0x; Oz Es Ôz? GA, 


Ex; _ à dE fr dŒji , Hi | ; , 
Ôxj07n Or; Oz; 1 Oz 7 Ôz; CE à 


(14.5) 


Donnons-nous en un point arbitraire p un plan défini par sa nor- 
male n (xs fixer Nix, SON les cosinus directeurs). La connaissance 


des composantes du tenseur des contraintes et des cosinus directeurs 
permet d'obtenir l'expression des projections en ce point du vecteur 
des contraintes (6;, (i = 1, 2, 3)) appliqué au plan introduit. Nous 
avons 

Oin = OjÿyCOS(n, x) (i = 1, 2, 3). (14.6) 


La substitution dans (14.6) des composantes du tenseur des défor- 
mations conformément à (14.2) conduit à la représentation compacte 
du vecteur des contraintes 


Tu (g) = 2u 5 + An divu—pui(r X rot u), (14.7) 


directement par les déplacements. L'expression (14.7) s'écrit sym- 
boliquement comme le résultat d'action d’un certain opérateur T, 
(opérateur des contraintes) sur le déplacement u (T,u). L'opérateur 
T, peut être considéré non seulement aux points intérieurs du corps 
élastique, mais aussi être défini sur la surface frontière en tant 
que limite des valeurs dans l’ensemble des points intérieurs tendant 
vers le point limite correspondant, tout en exigeant par ailleurs que 
la direction des normales en tous les points intérieurs coïncide ou 
pour le moins tende vers la direction de la normale au point limite *). 

Résoudre un problème de la théorie de l’élasticité c'est déter- 
miner le champ des contraintes et le champ des déplacements (ou l’un 
d’eux si tel est le cas) conformément aux équations rapportées ci- 
dessus et en fonction des différentes conditions aux limites données 
sur la surface. 

Le problème est dit premier problème fondamental quand sur la 
surface sont données les valeurs limites du vecteur des déplacements. 
Le problème est dit deuxième problème fondamental quand sur la 
surface sont données les valeurs limites de l'opérateur T,.. Dans tous 
ces cas nous désignerons les conditions aux limites de la même façon 


_ *) Ceci concerne seuls les points de la surface S auxquels le plan tangent est 
défini univoquement. 
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par f(q). D'autres positions des problèmes aux limites sont pos- 
sibles également. Ainsi, par exemple, sur une partie de la surface S 
peuvent être donnés les déplacements, et sur la partie restante les 
contraintes (problème mixte ou de contact). Dans nombre de cas les 
conditions aux limites sont données sous forme de relations définies 
entre les déplacements et les contraintes. On peut donner, parexemple, 
la valeur de la composante normale du déplacement et celles des 
composantes tangentielles des contraintes. 

Les problèmes de la théorie de l’élasticité peuvent être résolus 
directement en déplacements à partir des équations (14.4), se con- 
formant d'ailleurs aux conditions initiales et déterminant à la der- 
nière étape les valeurs des contraintes. Si au cours de la résolution 
les composantes du tenseur des contraintes sont déterminées d’em- 
blée, il convient alors d’adjoindre aux équations (14.3) les équations 
de compatibilité des déformations en contraintes (dites équations de 
Beltrami-Mitchell) obtenues des équations (14.5) en remplaçant les 
déformations par les contraintes. 

L'appareil mathématique utilisé dans ce livre nous oblige à 
supposer que les composantes des déplacements sont continues et conti- 
nüment dérivables dans un domaine fermé (y compris la surface S) 
et leurs dérivées secondes ne sont continues que dans le domaine ouvert 
(solution régulière). 

Considérons quelques théorèmes généraux qui seront nécessaires 
par la suite. Introduisons au préalable la notion de contrainte géné- 
ralisée 6*, définissant ses composantes de la façon suivante: 


k ô à 

na tue UÆÀ), …. 
* . 0 ° 

0j=(A+u—a)divu+(a+u) 2e, 


où « est une constante arbitraire. 

Le tenseur des contraintes généralisées engendre à son tour l'opé- 
rateur des contraintes généralisées, agissant dans le plan dont la 
normale est n: 


P = (a+ pu) ++ u— a)ndivu+a(n X rotu). (14.9) 


Il est évident que pour & — u on retrouve l'opérateur T,. 
Soient w (p) et v (p) les déplacements donnés dans le domaine D*. 
Formons le produit scalaire des valeurs w (p) et P,v (p): 


u-P,,0 = Q, cos (n, x) + @, cos (n, x.) + Q, cos (n, xs). (14.10) 
Qi —= o$iu) (i == 1, 2, 3). 
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Considérant Q; comme les composantes d’un certain vecteur 
OQ (Q1, Q», Q3), calculons sa M 


div Q= = - 


M uj+ E(u, v). (14.11) 


L'expression E (uw, v) est une forme bilinéaire symétrique 


3 
E (u, v)=(À+2u) à OU Ok +u Ze Ou; Ov; 
k=1 


ÔTh OTk ETS on 
du; dr , Ou; OUR 
+G+n-a) 3 OZ; OTk +a ÿ OZh OZj | 
ik 14h 


Utilisant (14.8), nous nous assurons par différentiation immédiate 
que la double somme présente dans (14.11) est le produit scalaire 
u- Afv. 
On obtient donc 
div Q =u-A*v+E (u, v). (14.12) 
En étendant l'intégration de l'identité (14.12) au volume et appli- 
quant la formule de Gauss-Ostrogradski, nous trouvons 


| u . A*o dQ — | u-P,odS— | Efu,v)d®, (14.13) 
D+ S D+ 

qui est l’analogue de la formule de Green, dite en théorie de l’élasti- 
cité première formule généralisée de Betti. Posant dans la formule 


(14.13) u = v, nous sommes conduits à la seconde formule généralisée 
de Betti: 


\ u . Afu dQ — [ &.P,u dS — | E (u, u) dQ. (14.14) 
D+ S D+ 
Changeant de place les déplacements w et v et tenant compte de la 
symétrie de la forme bilinéaire E (u, v), nous parvenons à la troisième 
formule généralisée de Betti: 


{ {u-A*o—v.Atu} dQ= | {u-P,o—v-Pu}dS. (14.15) 
D+ 5 

Il est évident que posant maintenant & = u nous retrouvons les 
formules usuelles de Betti (cf. J. N. Steddon, D. S. Berry *{[1]). 
La forme E (u, u) s'écrit alors: 


E (u, u)=2p | 2 {( de + (2) + 2 + (2 1H }+ 


ve ) CE 


ÔTR 


+S ( ) ]+Aqivuy, (14.16) 
h=—1 


ce qui montre qu'elle est définie positive. 
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H(À + hi) : 
STE SR Introduisons pour 


l'opérateur des pseudocontraintes la notation spéciale W,. La forme 
bilinéaire qui lui correspond est aussi définie positive: 


stef(a) (ae) (ae) 43 (HR) 


Signalons l'intérêt du cas «a — 


2j 2 1 (AHH)(A +2) Lo _ 
+ DE TE > (grad D) + (div u)®. (14.17) 

Il est évident que les formules de Betti sont valables également 
pour un domaine délimité par plusieurs surfaces. En effet, si l’on 
exige pour le domaine D - que les déplacements décroissent à l'infini 
comme 1/R et les déformations comme 1/RÀ°, les formules citées sont 
applicables dans ce cas aussi (avec le changement correspondant du 
signe précédant l'opérateur des contraintes). La démonstration est, 
comme en théorie classique du potentiel, fondée sur la considération 
d’un domaine délimité de l’intérieur par la surface S et de l’exté- 
rieur par une surface de dimensions suffisamment grandes (cf. 
N. Gunter [1]): on procède à une analyse des termes correspondant 
à cette surface auxiliaire quand elle augmente indéfiniment et on 
montre qu'ils tendent vers zéro. 

Du fait que les formes quadratiques (14.16) et (14.17) sont défi- 
nies positives découlent immédiatement les théorèmes d'’univocité: 
en effet, vu la linéarité des équations, la question se ramène à celle 
de l'existence de solutions non triviales dans le cas de conditions 
aux limites homogènes. 

Considérons le premier problème fondamental pour le domaine 
D* et des conditions aux limites nulles. Soit w, (p) une solution non 
triviale. Dans ce cas deux intégrales s’annulent (par hypothèse) dans 
la formule (14.14) et par conséquent la troisième intégrale doit aussi 
s’annuler, ce qui entraîne une valeur identiquement nulle de l’expres- 
sion sous le signe d'intégration, autrement dit de la forme E (u,, wo). 
Seul le vecteur définissant le déplacement du corps en tant qu'en- 
semble rigide, et lui seul, annule la forme E (u,, u,). Puisque les 
déplacements doivent par ailleurs s'annuler sur la surface, ils seront 
donc identiquement nuls dans tout le domaine. 

Ces raisonnements démontrent immédiatement le théorème d'uni- 
vocité pour le second problème fondamental aussi. Les déplacements 
peuvent dans ce cas ne pas S’annuler et correspondre à un déplace- 
ment rigide du corps 


Uy = A + QT —Tlos Ua = Oo + TXL — Pis 


Us = Q3 + Pre — Qi (14.18) 
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OÙ jy, Go Ass P, Q, r Sont des constantes arbitraires. Les contraintes 
correspondantes, elles, sont nulles. 

Pour un domaine infini les deux problèmes n'auront qu'une 
solution nulle (même en déplacements) puisque les déplacements 
(14.18) ne satisfont pas la restriction adoptée au sujet du comporte- 
ment des déplacements à l'infini afin d’établir les formules précé- 
dentes. 

D'une maniere analogue on étudiera la question de l’univocité 
de la solution du problème lorsque l'opérateur NW, s’annule sur la 
surface. Cette question (intéressante du point de vue mathématique 
seulement) nous est nécessaire pour la suite. L'analyse de la forme 
positive (14.17) montrera que la solution non triviale du problème 
intérieur s'écrit 

Uy = jy, Us = 0» Us = 03, (14.19) 


OÙ dy, +, a Sont des constantes arbitraires. 

Le problème extérieur, lui, n’admet pas de solution non triviale. 

Considérons l’espace rempli d’un milieu élastique dont les 
constantes de Lamé sont À et u. Supposons que le point p (y1, Y2, Us} 
est sollicité par une force concentrée de grandeur unitaire, dirigée 
le long de l’axe 1. Dans ce cas, d’après la formule de Kelvin-Somi- 
gliana (cf. par exemple A. Lurié [11) les déplacements en tout point 
Pi (Z1s Los T3) différent de p s'expriment par les formules 


à _ __htu Gi y) (my) | AHSM On | ,; 
= Stan | Ru EE | (i=1, 2, 3), 
(14.20} 
où 
d’une autre _ 
ET a 2) [A +) 2 On _ + (A +38) ]—+. (14.20) 


Par substitution cyclique on peut obtenir les expressions des 
déplacements ui et ui quand la force est dirigée le long de l’axe 2 ou 
le long de l’axe 3. 

Considérons à présent le cas général. Soit le point p sollicité 
par la force q (P1, P2, 3). On peut alors représenter les déplacements 
au point p, sous la forme du produit d’une certaine matrice F (p,, p),. 
dite matrice de Kelvin-Somigliana (d'éléments l;; = ui), par le 
vecteur  (p). 

Ainsi 


u (p1) = F'(P1. p) & Gp) (14.21) 
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ou sous forme développée 


U = Lips + FisPe + li3Pa 
Us = L'air + losPe + loss 
Us = Lara + laoPe + l'asPa 


Par la suite, on appellera matrice de Kelvin-Somigliana (en conser- 
vant les mêmes notations) également la matrice qui s'obtient de la 
matrice initiale en la multipliant par 2, ce qui est commode pour 
l'écriture des équations intégrales obtenues à son aide. Menons 
ensuite par le point p, un plan de normale n (n,, nr, nr) et déter- 
minons le vecteur des contraintes agissant sur ce plan au point p.. 
Il découle de (14.21) que l'expression recherchée s’écrira sous la 
forme du produit d'une certaine matrice F, (p,, p) = T,{p,)T (P1, P) 
par le vecteur œ (p). Utilisant (14.7) nous parvenons, après des 
transformations assez volumineuses, à l'expression des éléments de 
la matrice F, (p,, p): 


or \2 Ôr or ôr  ôr 
m + n | GER | ÔTs OT: dé Ôzs 07; 
Ôr  ôr dr \2 Ôr  ôr d | 
du D m+n | OT: 0x3 Oz: dn (p1)r (Ps + 
. or. or or  ôr 0r \2 
Ms Man  mtr(s) 
0 @i2 (Pis P) G@is(P1r P) 
+ m — O2 (P1» P) 0 OLE (P1, P) ’ (14.22) 
— 13 (Pis P) —Gz23(P1, D) 0 
où 


=. 21 u 3 À+u __ à =) _ 
MT En Am TE + ou Ze (> r.3 (p:) 


2 (4)n 


Reportons-nous maintenant à la troisième formule de Betti 
(14.15), posant pour fixer les idées & — u. Soit p un certain point 
situé dans le domaine D* délimité par la surface S. Construisons 
une sphère ©, de rayon & suffisamment petit, centrée au point p. 
Considérons le domaine D, disposé entre les surfaces S et o.. Appli- 
quons la formule de Betti au déplacement w (p,) vérifiant l'équation 
de Lamé dans le domaine D* et au déplacement v (p,) engendré par 
la force a; (c’est-à-dire par le vecteur dont la i-ième composante vaut 
l'unité et les autres, zéro) appliquée au point p. On a naturellement 
la représentation 


0 (p1) = F'(p1, p) ai. 
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Posons tout d’abord i — 1, puis d’une manière analogue considé- 
rons les cas de i — 2 et 3. Tout d’abord, il est aisé de voir que les 
intégrales de volume disparaissent dans la formule de Betti. Puis, 
comme le déplacement v (p,) admet au voisinage du point p un 
pôle de premier ordre et les contraintes correspondant au déplace- 
ment uw (p,) sont bornées, nous pouvons affirmer que l'intégrale 


À TG, p) @iTapute (Pa) dns 


Ce 


tend vers OÔ lorsque € —> 0, de sorte que nous l’excluons de notre 
étude ultérieure. Quant à l'intégrale 


| Tu (Pas P) ai} u (ps) dSps, (14.23) 


son calcul se ramène à celui de l'intégrale 


| (TpTE (P15 P) ai} dSp — | r'; (P1: P) a; dSp, (14.24) 


Se Ce 


puisque le déplacement w (p,) est continu au voisinage du point p. 
Comme la surface ©, est une sphère, nous adoptons un système de 
coordonnées sphériques pour le calcul de l'intégrale des composantes 
de la matrice F, (p,, p) de (14.22). On obtient aisément les égalités 
suivantes : 


d 1 
] ‘dn r(P1, P) ASp = — 4; 


or d 


 ) (= —) + ‘dan TA P) 


j ( dS,=0 (iÆj), (14.25) 
Ce 

[(Æ dr 705 Sn — +, | wi dSp = 0. 

[eo] [e 4 


C4 € 


Les fonctions &;; étant impaires, les intégrales de ces fonctions sont 
nulles. 

Ainsi donc (compte tenu de (14.25)), la troisième formule de 
Betti conduit à la représentation 


2u(p)= — | ThçpoT (P4 P)- au (ps) dSp, + 


S 


+ | (ps, P)-@iTaçpot (P1) dSpse (14.20) 
5 
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Répétant les raisonnements précédents pour i = 2 et 3 nous 
obtenons des représentations analogues pour les vecteurs a. et «:. 
On peut écrire ces représentations sous une forme analytique unique 
(avec un changement d'arguments tout à fait évident) 


2u (p) Fi | T2 (p, Q) u (q) dS + r (P; q) Tu (q) dS a; (14.27) 
S 


où la matrice li (p, q) est la matrice conjuguée de la matrice 
T', (p, g) (c'est-à-dire obtenue de celle-ci par permutation de ses 
arguments et transposition). Vu l’importance que ceci a pour la 
suite, nous rapportons l'expression développée des éléments de la 
matrice F1 (p, q): 


Liu. n (P; 9) = 
3 
À (y) m1 (Q 


(un — TR) (Yÿ—xj) | 1=1 
=| mô,. ÿ + 87 MR + 


me (re, Co) D 5,(9) EE]. (14.28) 


Sôit maintenant un point p choisi dans le domaine D-. De la 
troisième formule de Betti découle directement la relation 


0=—[ Tip, u(a)dS,+ | T(p, 9) Tou(g)dSa. (14.29) 
S S 


Dans ce cas, comme auparavant, la fonction vecteur w (p) vérifie 
les équations de Lamé dans le domaine D*. 

Des constructions analogues sont possibles également dans le 
cas où le déplacement w (p) est défini dans le domaine D - (en impo- 
sant les mêmes restrictions que précédemment au comportement à 
l'infini). Les formules correspondantes sont de la forme: 


2u (p) = | T2 (p, g)u (q) dSa— | P'(p, qg)T,u(q)dSy (pE D”), 
S 


S 
(14.30) 
o={[r 2(P, g)u(qg)dS,;— | P(p, qg)Tuu(g)dSz; (pED*). 
S 
(14.30') 


Dans le cas de l’opérateur V on peut montrer, répétant toutes 
les transformations effectuées précédemment, qu'ont lieu des for- 
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mules analogues à (14.27), (14.29) et (14.30): 


2u (p}= — | TE (p, g)u (a) dSa+ | T'(p, 9) Mau (g)dSa (pE D), 
S S 


(14.31) 


= — (ri (p, g)u(g) dSa+ | T'(p, 9) Nou (g)dSe (PE D); 
S S 


2u (p) = | T5 (p, g)u(q) dS3— 
S 


— | T(p, 9) Nou(g)dSa (pED*), (14.32) 


S 


+ 


0= (TE (p, qu(g) dSa— | T'(p, 9 Nou(g)dSs (pE D. 
S 


Plus haut (14.9) le produit W, (q) T (p, q) a été désigné par la matrice 
FT (p, q). Explicitons cette matrice: 


mitr( 2) LL LM La 
{ AE TA 1 Or, 0: 1 Oz; ÔTs 
à : dr  ôr _ ( ôr É or or 
Ts (p, g)=| ri ÔT+ OZ, Fame ÔTs l O7, Ô7s a 
ôr  ôr dr ôr ôr \2 
1 rs ôr: 74 rs ÔTs ms +ri | ÔTs | 
d 


2 _ 3{G+) 
PRE MARGE * 


Portons notre attention sur le fait que les termes avec des pôles 
de second ordre ne sont pas présents dans la matrice (14.33). La 
matrice VIT (p, q) (matrice de deuxième espèce), aussi bien que la 
matrice l'E (p, q) (matrice de première espèce), sera utilisée par la 
suite. Les notations de ces matrices, incompréhensibles pour le 
moment, deviendront claires plus loin (ch. VI). Remarquons que 
l'on a des formules analogues pouf toute valeur de &« dans l'opé- 
rateur P,. 

Voyons comment se présente une matrice de troisième espèce. Soit 
S une surface telle que la normale extérieure en n'importe lequel 
de ses points ne la coupe plus. Soient q un point situé sur S' et p un 
point arbitraire. Ayons recours à la fonction 


v(p, g =rcos(rs, Rp)Infr+reos(rs, np)l —7r, (14.34) 


142 FONDEMENTS DE LA THÉORIE MATHE£MATIQUE DE L'ELASTICITÉ [CH. III 


où 7, est le vecteur unité de la normale intérieure au point p,rs 
le vecteur unité du segment mené de p à gq. Il apparaît de (14.34) 
que la fonction v (p, g) ne dépend pas de la disposition du système 
de coordonnées. Choisissons-le, pour simplifier l’écriture, avec son 
origine au point p, la direction positive de l’axe x, coïncidant avec 
la normale intérieure. La relation (14.34) (en coordonnées locales) 
s'écrit alors 


UV = TL! In (r + ZT) —F. (14.34) 
Il est évident qu'aux points intérieurs à la surface S la fonction 


v (p, q) aura toujours un sens, vu l'inégalité r + x, = (. 
Formons à l’aide de cette fonction la matrice 


dv d°v d°v 
0x? OZ; ÔTe 0x1 03 
dv dv o?v d°v 
Z(p, 9)= Oz, 0x OZ? Ori ÊZa ÔT3 . (14.35) 
2v dv dv d°v 
OZ1 ts ts OÔTy Or? 0x5 


Des calculs immédiats nous assurent que chaque colonne de cette 
matrice, considérée comme vecteur, vérifie les équations de Lamé 
(14.4). 

Passons maintenant à la nouvelle matrice 


M (p, Deere g9)—(+2p)T (p, 9) | (13.56) 


introduite par H. Weyl*{[1]). La solution fondamentale correspondant 
à la matrice (14.36) diffère des précédentes par le fait que sa cons- 
truction nécessite pour le moins la donnée locale d’une certaine 
surface. À part cela, cette solution fondamentale ne vérifie pas les 
conditions à l'infini. 

Abordons la position du problème de la théorie de l’élasticité 
pour un milieu homogène par morceaux. Supposons qu'un ‘corps 
élastique (fini ou infini) comporte des cavités remplies de corps 
élastiques des mêmes dimensions, mais avec des valeurs différentes 
de coefficients de Lamé. Diverses conditions de conjugaison sont 
alors possibles sur les surfaces de contact des milieux. Par exemple 
le vecteur des déplacements (faisant parfois défaut), ou sa compo- 
sante normale, peut admettre une discontinuité, alors que le vecteur 
des contraintes n’en subit pas. La formation d’un interstice entre Îles 
corps élastiques (en une certaine partie de la surface) est également 
admissible. Alors sur la partie restante de la surface, dont les élé- 
ments sont en contact, le vecteur des contraintes est supposé comme 
auparavant continu, alors que le vecteur des déplacements peut 
admettre une discontinuité donnée. Une autre condition est réalisée 
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lorsque sur les côtés de la cavité formée sont données les contraintes 
(comme règle, nulles). Les conditions permettant de définir les 
dimensions de la cavité sont trouvées de l'exigence que sur la partie. 
restante de la surface le signe de la contrainte normale soit partout 
négatif (c’est-à-dire qu'il y ait compression). Îl n’est pas nécessaire 
que la courbe de séparation des milieux soit disposée rigoureusement 
à l’intérieur du domaine global. Une ou quelques-unes de ces courbes 
peuvent par leurs extrémités émerger sur les frontières extérieures, 
tandis qu’à la frontière de séparation différentes conditions sont. 
possibles. 


$ 15. Problème plan 


Considérons le cas où toutes les composantes des contraintes et 
des déplacements dépendent de deux coordonnées x, = x et x, = y 
seulement, et le déplacement u,; — w = 0. Il découle immédiate- 
ment des égalités (14.1) et (14.2) que les déformations €y3 = Y,:, 
Eog = y: E3s — €. et les contraintes 6,3 = T,:, Ooz = Ty: Sont 


nulles. La troisième équation d'équilibre, (14.3), est automatique- 
ment vérifiée, alors que les deux premières prennent la forme 
00 x My x 00 : 
TE + Er — (0, D RE og = (, (19.1) 


Quand €, = 0, la loi de Hooke donne lieu à l'égalité 
Ge = A0 (0: +0). 
Les relations entre déformations et contraintes deviennent 
cma(S+E 4m, omn(2+ 2) 
+, Tuysn( St). (45.2) 


Toutes les équations de compatibilité des déformations (14.5) sont 
vérifiées automatiquement. La troisième équation, elle, conduit 
à la forme 


A(Gx+0)=0, A+. (15.3) 


Considérons un plan dont la normale r soit située dans le plan 
zy. Les contraintes sollicitant ce plan seront alors 
Oxn —0OxCOS(R, x) + Ts, COS (7, y), 


Oyn = Txy COS (R, x) +0,cos(n, y), 0:, = 0. (15.4) 


Cet état est réalisé dans les corps cylindriques s'étendant indéfini- 
ment dans le sens de l’axe z quand les contraintes extérieures 6,, 
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et 6,n ou les déplacements u et v à la surface sont constants le long 
des génératrices. Dans le cas d’une étendue finie le long de l'axe : 
il faut absolument que le déplacement w et les contraintes tangen- 
tielles t,., et t,- soient nuls sur les bords. 

Il est naturel de chercher la solution des problèmes de ce genre 
dans une section transversale quelconque seulement. Nous intro- 
duirons la notation D pour le domaine occupé par la section, celle de 
L pour le contour délimitant ce domaine. L'état que l’on a décrit 
s’appelle déformation plane. 

Considérons à présent un autre état, dit état plan de contrainte. 
Soit un cylindre de faible épaisseur. Choisissons les axes de coordon- 
nées de sorte que le plan xy coïncide avec le plan médian du cylindre 
que nous appellerons dans ce qui suit lame. Supposons que les bords 
soient libres de contraintes (6. = t,. = t,. = Ü), et que la résul- 
tante des contraintes sur la génératrice soit située dans le plan zxy. 
En vertu du principe de Saint-Venant nous admettrons que les con- 
traintes et les déplacements loin du bord se comportent comme si les 
contraintes 0,, et 6, étaient distribuées uniformément suivant la 
hauteur, et les contraintes o., — (0. 

Les hypothèses faites permettent de considérer approximative- 
ment les contraintes 6,, ©, et t,, et les déplacements u et v fonc- 
tions des coordonnées x et y seulement et les contraintes G., T,, 
et t,. nulles. Il est évident qu'alors les équations d'équilibre coïnci- 
deront avec les équations (15.1) et les relations entre déplacements 


et contraintes prendront la forme 
| 


ou dv \ , ou ou Ov ôv 
{ du , > 2h (15.5) 


en vertu de quoi l'équation de compatibilité des déformations coin- 
cidera avec l'équation (15.3). Par conséquent, l’état plan de défor- 
mation et l’état plan de contrainte se décrivent par les mêmes équa- 
tions différentielles, différant uniquement par les relations entre 
contraintes et déformations. C’est pourquoi, par la suite, leur étude 
sera conduite simultanément (sans préciser le cas). 

Donc, la résolution du problème plan se ramène à la résolution 
du système d'équations (15.1) et (15.3). [ntroduisons la fonction des 
contraintes d'Airy U (x, y) au moyen de laquelle les composantes des 
contraintes s'expriment de la manière suivante: 

o°U a3U 9° = 
Or Op gt au — . (19.6) 

Par substitution immédiate nous nous assurons que les deux pre- 

mières équations du système deviennent identité, alors que la troi- 
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sième se ramène à l'équation biharmonique 


92 92 \2 : - 
(rt) U (x, y) = AU = 0. (15.7) 


Par conséquent, le problème plan de la théorie de l'élasticité 
se ramène à la résolution de l'équation (15.7). En vertu de la formule 
de Goursat (cf. N. Muskhelishvili [3]), une fonction biharmonique 
quelconque dans tel ou autre domaine peut être exprimée au moyen 
de deux fonctions analytiques dans le même domaine : 


CU y =Relzp()+x()l (= x + iy), (15.8) 


où œ (:), % (z) sont des fonctions analytiques dans 1. 


A l’aide des fonctions @ (z) et 1 (z) ( (z) = x” (2)) les composantes 
du tenseur des contraintes s'expriment de la manière suivante: 


OX + 0, = 4Re p’ (z) = 4Re [© (:)|, 


Oy — O7 + 2itey = 2129" (2) + 4” (2) = 
= 2 (20° (2) + W (21, (15.9) 
D =p(2), Y(z) = ÿ (2). 


Ce sont les formules bien connues de Kolossov-Muskhelishvili. 
Les composantes des déplacements sont dans ce cas: 


Zu (u + iv) =xp(z)—2p" (2) — (2), (15.10) 
où 
+3 2 +3 _ _3—v 
mie re = 3—4v, au 1 


pour une déformation plane et un état plan de contrainte respective- 
ment. 

Exprimer les conditions aux limites relatives aux contraintes 
découlant de (15.4) directement au moyen des fonctions œ (z) et 
Ÿ (2) est difficile. L'écriture de ces conditions sous une autre forme 
s'avère plus compacte. Considérons dans le domaine occupé par le 
corps élastique un arc L’ d’extrémités a et b. Déterminons le vecteur 
résultant À + iŸ des efforts appliqués du côté de la normale positive 
à l’arc L’. On a dans ce cas l'égalité 


X+iY= | (Xa+iTi)ds= —ilp()+29 (+ GS. (15.11) 
L° 
Supposons que l'arc L’ appartient à la frontière du domaine, 
c'est-à-dire au contour Z. Fixons le point a et supposons le point b 
variable. Nous sommes alors conduits à la représentation de la con- 
10-0340 
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dition à la limite sous la forme suivante : 


p(z)=2p"(z)+W(z)= à (X,+iY,)ds+const. (15.12) 


Qt tè 


I] est naturel de supposer que les déplacements et les contraintes, 
déterminés au cours de la résolution, soient des fonctions univoques. 
Dans le cas d’un domaine simplement connexe (fini) ces restrictions 
sont équivalentes à l’univocité des fonctions œ (2) et w (2). Dans les 
autres cas (plan fini ou infini comportant m trous) on doit admettre 
que ces fonctions possèdent des termes multivalents : 


PU) ns D (Au Va) In (25) + p* (6), 
su (15.13) 
NO Er ere 2 Cu iY a) In (2— 23) + * (2). 


Ici z, sont des points disposés arbitrairement à l’intérieur de chacun 
des contours frontière (intérieurs) Z, ; X, et Y,, les composantes du 
vecteur résultant des efforts appliqués au contour Z,. Les fonctions 
p* (z) et &* (z) s'avèrent des fonctions analytiques univoques. 

Iatroduisons une restriction purement mathématique. Nous ferons 
l'étude uniquement des solutions dites régulières, lorsque les fonc- 
tions @ (z), @ (z) et Ÿ (z) sont des fonctions à prolongement continu 
aux points frontière. 

Passons à la position des problèmes aux limites de la théorie 
des fonctions analytiques correspondant aux premier et deuxième 
problèmes fondamentaux (conformément à la terminologie intro- 
duite au $ 14). Nous nous limiterons tout d’abord au cas d’un domaine 
D (fini) simplement connexe, limité par un contour fermé diffé- 
rentiable Z. 

Supposons que sur le contour Z sont données les contraintes X, 
et Ÿ, (deuxième problème fondamental). Reportons-nous à la 
condition (15.12), supposant que les points z sont situés sur le con- 
tour Z. Désignons ensuite par t les points du plan de la variable 
complexe disposés sur les contours frontière. Comme le second membre 
de la formule (15.12) peut être calculé d’une façon quelconque, la 
résolution du problème de la théorie de l’élasticité se ramène à la 
détermination des fonctions analytiques œ (z) et 1 (z) vérifiant la 
relation à la limite 

t 


œ(t)+tp”(t) Lp(t)=i | (X, +iY,) ds + const — f (t) + const. 


to 


(15.14) 
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La valeur de la constante n’a pas d'importance puisque lorsqu'on 
détermine les contraintes d’après la formule (15.9), les fonctions 
p (2) et ÿ (z) doivent être dérivées, et lorsqu'on détermine les dépla- 
cements conformément à (15.10), le choix de la constante n'aura 
d'influence que sur le déplacement du corps en tant qu’un tout 
rigide. 

On obtient d’une façon analogue le problème aux limites pour 
les fonctions analytiques œ (z) et 1 (z) et des déplacements définis 
sur le contour (premier problème fondamental): 


xp (0) — ip — DO = loi (+ is (OI F0), (15.15) 


où g1(t) et g. (t) sont des fonctions données. 

Lorsqu'on se propose de résoudre les problèmes concernant des 
domaines multiconnexes il faut, pour que la condition aux limites 
modifiée devienne univoque, passer à des fonctions analytiques 
univoques conformément à (15.13). Dans le cas du deuxième pro- 
blème fondamental les constantes X, et Y’, sont tirées des condi- 
tions aux limites. Les constantes qui entreront dans les conditions 
aux limites (15.14), transposées maintenant à tous les contours L;, 
ne peuvent pas être données arbitrairement (à l'exception d’une) 
et seront déterminées au cours de la résolution du problème. 

Arrétons-nous succinctement sur la position des problèmes spa- 
ciaux de la théorie de l’élasticité pour des corps homogènes par 
morceaux, dans le cas d’une déformation plane. Pour simplifier 
l'exposé nous considérerons le cas d’un domaine D,, délimité de 
l'extérieur par le contour L, et de l’intérieur par le contour Z,, 
rempli d'un milieu élastique de paramètres x, et u,. À l'intérieur 
du contour Z, (domaine D,) se trouve un milieu élastique de para- 
mètres x, et p,. L'état de contrainte dans chacun de ces domaines 
peut être représenté par deux couples de fonctions œ, (2), Ÿ, (z) et 
Po (2). Yo (z). Diverses conditions sont possibles sur le contour L,.. 
Dans le cas d’adhérence, par exemple, les conditions sont de la forme 


Po (+) +- £p, (6) + Do (t) = pa (#) + épi (#) + 11 (6), 
— 200 (4) — #p, (E) — Po E)] — 
= Pa ()—Ép50— G+ (15.16) 


et la fonction j (f), déterminant le saut toléré du déplacement, peut 
être nulle. Il est évident que la position du problème peut être 
étendue au cas général de plusieurs inclusions. 

Abordons maintenant la question des problèmes plans mixtes 
(de contact). Nous supposerons que le contour ZL délimitant le corps 


10% 
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est divisé en plusieurs parties L, de telle sorte que sur chacune des 
parties consécutives soient réalisées ou bien les conditions (15.14), 
ou bien les conditions (15.15). Physiquement, une condition aux 
limites de ce genre correspond au problème pour le cas où certaines 
parties du contour sont sollicitées par des contraintes extérieures 
données et d’autres soumises à l’apposition (avec adhérence) d’étam- 
pes rigides. Généralement, on se donne la condition (15.15) à quel- 
ques constantes près (déterminées au cours de la résolution), tandis 
que le vecteur résultant et le vecteur moment résultant des efforts 
sont supposés donnés. En l'absence d’adhérence (dans le cas où la 
contrainte tangentielle est nulle par exemple) les conditions corres- 
pondantes deviennent plus compliquées. 

La position des problèmes mixtes (de contact) est possible aussi 
pour une division du contour Z; en parties non connue à l’avance, 
mais définie au cours de la résolution. Afin de les définir (au cours 
de l’élaboration de la solution), on introduit certaines restrictions : 
par exemple, en l'absence de frottement il faut absolument que la 
pression de contact soit uniquement négative. 

Ces raisonnements sont de rigueur également pour un état plan 
de contrainte. Plus encore, dans ce cas une non-homogénéité réelle 
peut apparaître, même lorsque toutes les constantes du milieu sont 
gardées invariables, à cause du changement d'épaisseur, et ceci 
conduit à la condition aux limites 


a [po (t) + Ép (6) + Vo (E)] = ps (6) + ti (t) + bi (Et), 


: ES A PS ie 15.17) 

koPo — LP (t) — Vo (E) = HoPs (4) — tp, (t) — vi (£), | | 
où « est le rapport des épaisseurs k,/h,. Bien entendu, l'effet spatial 
de concentration des contraintes sur la courbe de contact n'est pas 
pris en compte dans cette position du problème. 

Au $ 14 les théorèmes d'univocité ont été démontrés pour les 
problèmes fondamentaux spatiaux de la théorie de l'élasticité. 
Appliqués au problème plan, ces théorèmes ont la formulation 
suivante. 

Dans le cas du premier problème fondamental les fonctions 
p (z) et  (z) sont déterminées de façon oque aux constantes 
complexes y et y’ près, liées par l'équation xy — y’ = 0. 

Dans le cas du deuxième problème fondamental les fonctions 
œ (z) et w (z) sont déterminées aux termes Ciz + yet y’ près respecti- 
vement (où C est une constante réelle). Les déplacements diffèrent 
dans ce cas d’une valeur qui représente le déplacement du corps en 
tant qu'un tout rigide. Bien entendu, si le domaine est infini et 
si partant d’une considération quelconque on a introduit la con- 
dition d'égalité à zéro des déplacements à l'infini, alors tous les 
termes s’annulent. 
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Remarquons que dans le cas du problème mixte les fonctions 
q (z) et Ÿ (z) sont déterminées avec la même précision que dans le 
premier problème fondamental. 


S 16. Flexion de lames 


Considérons un corps élastique ayant la forme d'un cylindre de 
faible épaisseur À. Choisissons comme auparavant le système de 
coordonnées cartésiennes x, y, z de telle sorte que les axes x et y 
soient situés dans le plan médian. 

Nous allons faire l'étude d’un cas spécial de déformation de ce 
corps. Supposons l'hypothèse des sections planes réalisée (cf. 
A. E. I. Love *[1]). Examinons un élément de section de lame, 


Fig. 5. Déplacement de la lame. 


parallèle au plan zxz (fig 5). Prenons les points À et B disposés sur 
une même normale au plan médian non déformé, le point À étant 
situé sur le plan médian même, le point :’ à la distance : de celui-ci. 
Ecrivons les expressions des déplacements du point /? dans les 
directions des axes x et y: 
ow 

ns Vos (16.1) 
Les déplacements des points du plan médian dans les directions des 
axes x et y étant exclus, les expressions des déformations (14.1) 
deviennent 


__., 9°w Frs d°w 
7 Or * “UV  “ oy* ? 


Yay=— 252. (16.2 


En == 9 
” or Uy 


Admettant ©, ty: et t.- petites, nous parvenons à la représentation 
des composantes des contraintes par les dérivées du déplacement w 
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uniquement : 


 … 5 d°w : d°w ) 
1 1—v: (<= oy* J? 
z d°u" °w 
SSSR Er (Se +v), (16.3) 
en  —… Ez 0°w 
us 1+v or og ° 


Partant de ces relations on peut déterminer les moments de flexion 
et de torsion par unité de longueur d’une section parallele au plan 


Fig. 6. Chargement d’un élément de Ja lame. 


IZ OU YZ: 
h/2 h/2 
| L E à dw |. d°w s 4 
Me | O2 dz = TI | (+ eve) 2 d2. (16. ) 
—h/2 —h/2 


Comme w est la déflexion du plan médian (et par conséquent ne 
dépend pas de :), ramenons l'expression (16.4) à la forme 


M, = —-D(S ve); (16.5) 


où la constante D = Eh*:112 (1 — v°)] est appelée rigidité cylin- 
drique. D'une façon analogue on obtient 


h/2 
‘ uw , 9? 
M, = — | oysds= Dre), 
—h/2 : 
(16.6) 
» FE 
Mary = — | Ty = D(A—v) 5. 


—h/2 
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Remarquons que les bords de l'élément (fig. 6) sont sollicités par les 
forces Q. et Q, déterminées à l'aide des contraintes t,, et t.,: 


h/2 h/2 
Q, = | T:x AZ, Q, = | Tzy AZ. (16.7) 
—h/2 —h/2 


La condition d'égalité à zéro de toutes les forces dans la direction 
de la normale entraîne 


x , 90 | 
PE + + g=0, (16.8) 


où g est la charge transversale. Il résulte par ailleurs de la condition 
d'égalité à zéro des moments par rapport aux axes x et y les relations 


0Myx 0Mxy  0M 
0M x y y _ y +Q, 20) (16.9) 


° 


oz ôy —Q,=0, En 


0y 


Des équations (16.9) découlent les représentations des forces tranchan- 
tes par le déplacement w (x, y): 


Qu -DL (THE), Q=-DL (+). (46410) 


Ôx* Ox* dy” 


Portant ces expressions dans l'équation (16.8) nous obtenons 
pour le déplacement w une équation différentielle qui est l'équation 
fondamentale de la théorie des plaques minces en flexion, dite 
équation de Sophie Germain: 


Aw = g/D. (16.11) 


Par conséquent, en l'absence de charge transversale (q = Ü) 
la résolution du problème de la flexion se ramène à une équation 
biharmonique. Il est évident que, dans le cas général également, 
une solution particulière de l’équation non homogène étant connue, 
nous sommes conduits à la résolution du problème homogène. Notons 
w! (x, y) la solution particulière correspondante et w, (x, y) la solu- 
tion générale du problème biharmonique. Dans nombre de cas la 
recherche de solutions particulières est élémentaire. Généralement 
parlant, la construction de la solution particulière dans le cas général 
(cf. N. Muskhelishvili [3]) aussi ne présente pas de difficultés de 
principe. 

En vertu de la formule de Goursat (15.8), représentons la fonction 
wo (x, y) au moyen de deux fonctions analytiques œ (z) et 4 (z) dans 
le domaine D occupé par le plan médian de la plaque: 


w, (x, y) = 2Re [zp (2) + y (2). (16.12) 


Utilisant les formules précédentes nous obtenon1: la représenta- 
tion des moments de flexion M,, M,, du moment de torsion W,,, 
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des forces tranchantes Q. et Q, et des déplacements u et v au moyen 
de ces fonctions œ (z) et Ÿ (z) — x’ (z). Il est utile pour la suite de 
représenter les formules des facteurs de force sous la forme : 


M,—M, + 2iM,, = 4D (A — v){2q” (2) + (1 +. 
+ (M; — M; — 2iM},), 
M, + M, = —4D A + v)lq" (2) + (il + (Ai + M:). (16.13) 
Qx — iQ, = —8Dp" (2) + (Qx — iQ;). 
On représentera par ailleurs les composantes du déplacement sous 


la forme de la combinaison suivante (Z désigne la coordonnée le 
long de l'axe normal au plan médian): 
mms —— 1 1 

u+iv= —2[p(:)+29" (G)+ (2) Z—( +i) Z. (16.14) 
On a dans les formules (16.13) et (16.14) des termes affectés de l’in- 
dice « { » montrant qu'ils correspondent à la solution particulière 
uw (x, y). 

Passons à la considération des conditions aux limites. Nous 
supposerons comme auparavant la frontière du domaine différen- 
tiable et nous la désignerons par L. 

1. Admettons le bord de la plaque libre de liaisons géométriques 
et sollicité par le moment de flexion m (s) et la force tranchante 
p (s) (la position des points du contour est décomptée le long de 
celui-ci à partir d’un point initial). Soient respectivement A4f,, 
M,. et Q, les moments de flexion et de torsion et la force tranchante 
dans la section ayant # pour normale. On a dans ce cas les égalités 


M,=m(s), Nn=Qn+ = p(s). (16.15) 


Les grandeurs Àf,, My et Q,s ee par les grandeurs M 
M, Mays Qx et Q, à l’aide de formules analogues à celles qu'on a 
pour la transformation des composantes des contraintes lors de la 
rotation des axes de coordonnées : 

M, = M,cos* (n,zx) + M, cos° (n, y) + 2M., cos (n, x) cos (n, y), 
Mn: = (M, — M) cos (7, x) cos (n, y) + M, [cos* (7, x) — 

— cos° (7, y)l, (16.16) 
Qn = + IQ; cos (n, x) + Q, cos (nr, y)l. 


Le signe « + » correspond au domaine fini D, le signe « — » à un 
domaine infini, c'est-à-dire à une plaque comportant un trou. Inté- 
grant la deuxième des conditions (16.15) le long de l’arc, nous obte- 
nons (c est une constante): 


P+Mh=f(s)+c, 


P— Q, ds, = Ÿ p(s) ds. 
Ü 0 


(16.17) 
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A l’aide de (16.13) passons aux fonctions œ (z) et y (z) et portons 
(16.16) dans la première des conditions (16.15) et dans (16.17). On 
obtient alors la représentation cherchée du problème aux limites 
(c, est une constante réelle): 


— xp (2) +29" (2) + (2) = 


= [ | (m1 + ifi) (dz) — | (m+ if) (de) |—icsz, (16.18) 
0 ; 0 


où m! et f! correspondent à la solution particulière. 

2. Admettons données sur le bord de la plaque la grandeur de la 
déflexion w, (s) et la valeur de sa dérivée normale. Formons la 
fonction complexe (« est l'angle entre la normale extérieure et 
l'axe x): 

à ow . OÙ 

—+ — pid ÿ = ÿ 
OF D 0 fee ie). 
Utilisant (16.14) on peut montrer qu'a lieu l'égalité 


UV»  ) 1 ( . =) 


PUG)+2p (2) +p()=+ | 2e tar 2Ù er or 


(16.19) 


Le passage aux valeurs conjuguées dans les équations (16.18) et 
(16.19) conduit à des équations analogues aux équations (15.10) 
et (15.11) du problème plan de la théorie de l’élasticité. 

3. Admettons données sur le bord de la plaque les valeurs des 
déflexions et du moment de flexion (plaque appuiée). On a dans ce 
cas les conditions aux limites 


Re{utg" (— (2) Le" (+9"(1}=2(, (46.20) 
Re{(pt)+tp (O+b(]}=e(), (16.21) 


— à h(t) et g(t) sont des fonctions données. 


Passons au cas où le domaine du plan médian est multiconnexe, 
i.e. délimité par des contours au nombre de m + 1. Dans ce cas de 
même il y a analogie complète avec le problème plan. Les fonctions 
œ (z) et d (z) s'avèrent multivoques et cette multivocité est éliminée 
par l’introduction des nouvelles fonctions @* (z) et p* (z): 


iP? Min + iM} 
= DE DE ga EE | In (222) + gp (2), 


où ,* = 2U +) 
1 


; (16.22) 
p)= 5 D ME — M9) ln (2— 2x) + (2). 
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Ici P*, est le vecteur résultant des efforts appliqués au contour 
L,, Mir et MY, les composantes du vecteur moment résultant des 
efforts. 

La .position du problème de la théorie des plaques homogènes 
par morceaux en flexion ne présente pas de difficultés. A la diffé- 
rence du problème de déformation plane, une telle non-homogénéité 
(comme pour l’état plan de contrainte) peut être due non seulement 
à une modification des propriétés mécaniques, mais aussi à une 
variation par saut de l'épaisseur. Les variantes appropriées des 
conditions de contact sont obtenues à l’appui des relations (16.18) 
et (16.19) d’une manière analogue à (15.16) et (15.17). L'effet de 
concentration des contraintes dû au changement brusque d'épaisseur 
n'est naturellement pas pris en compte dans le cas. 


$ 17. Sur les solutions particulières 
des équations de la théorie de l’élasticité 


On sait qu'en général, l'établissement des équations de la théorie 
linéaire de l’élasticité nécessite certaines hypothèses (par exemple, 
les déformations sont supposées suffisamment petites pour que leur 
carré soit négligeable en comparaison avec l’unité, etc.). Toutefois, 
il s'avère parfois utile de chercher une solution mathématique 
formelle d’un problème aux limites, solution qui peut se trouver en 
contradiction avec telles ou telles positions initiales. A titre d’exem- 
ple indiquons le cas de l’application d’une force concentrée à l'inté- 
rieur du corps ou sur sa frontière quand les déformations correspôn- 
dantes sont illimitées. Le fait est qu'assez souvent la solution s’avère 
acceptable en dehors d’un certain domaine (relativement facile à 
définir) attenant au point sollicité par la force et, en outre, la re- 
cherche de la solution elle-même devient souvent plus facile que 
celle de la solution correspondant à la sollicitation réelle, dont 
l'idéalisation est une force concentrée. 

Lorsqu'on s'apprête à résoudre un problème de ce genre il est 
souhaitable, en général, d'éliminer les singularités par telles ou 
telles méthodes numériques (par exemple, à l'aide d'équations 
intégrales), ce qui n’exige pas beaucoup d'efforts puisqu'il est 
nécessaire de superposer des solutions élémentaires connues. D'autre 
part, il est parfois possible d'établir l'existence de solutions particu- 
lières (qui sont contradictoires aux principes fondamentaux de la 
théorie) directement de la configuration du domaine et de la forme 
des conditions aux limites, toutefois les facteurs qui les caractérisent 
sont déterminés au cours de la bonne résolution du problème. Il 
s'agit des problèmes où, dans le cas spatial, la surface frontière 
possède des points irréguliers (arêtes, points coniques, sommets 
d’angles polyèdres), et dans le cas plan, le contour frontière possède 
des points anguleux. 
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Plus loin au $ 25 (pour le problème plan) et au $ 37 (pour le 
problème spatial) on établit que les solutions qui apparaissent alors 
recèlent des solutions particulières (dites souvent singulières) ayant 
la même structure que les solutions non triviales d’un coin et d’un 
cône avec les mêmes angles d'ouverture et des conditions aux limites 
homogènes. Aussi est-il important de disposer des solutions de ces 
domaines (canoniques). 

Considérons tout d’abord le problème plan d’un coin d’angle 
d'ouverture au sommet égal à «&. Nous partirons des.équations de 
Lamé (14.4) pour le cas de déformation plane tout en utilisant un 
système polaire de coordonnées (r, 8) centré au sommet du coin: 


du, . 1 à ; 
O4) (Sete Se +) 
1 9 aug 1 ou, ug 
en ae mr D 0 
19 dur 1 dug ur (17.1) 
Gp) (SE + Se +) + 
(4) dug 1 Ou, , ug\ _ 
7 | or r ôr r )=0 


Rapportons les expressions des composantes du tenseur des 
contraintes : 


Ce 
confiée ue) 


r 


Nous rechercherons la solution sous la forme des produits 
u-(r, 8) =r}f(8); Uo(r, 8) =r*g (0). (17.3) 


Portant (17.3) dans (17.1) nous parvenons à un système d'équations 
différentielles ordinaires, dont la solution est trouvée sous forme 
élémentaire. Ecrivons les expressions correspondantes des déplace- 
ments et des contraintes : 


r-lu, = À cos [(4 + À) 0] + B sin [(1 + À) 0] + 
+ C[(1—À) 6] + D sin [(1—À) 0], 

r-hug = B cos [(1 + À) 0] — À sin [(1 + À) 0] + 
+ v,D cos [(1 — À) 8] — v,C sin [(1— À) 8]; 


(17.4) 
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utri-Â0e — —2À4 cos [(1 + À) 0] — 
— 24B sin [(1 — v,) Dsin [(1—A) 0], 
uiri-hx,o — —2À4 sin [(1 + À) 6] + 2AB cos [(1 + À) 0] — (17.5) 
— (1 —2X) (1 —v,)C sin [(1 — À) 6] + 
+ (1—2) (4 — v,) D cos [(1—2) 6), 
__3+i—4v 


Ne = ———————— |, 
1 3— À —4v 


Considérons le deuxième problème fondamental. Supposant que 
8 et T,, s’annulent lorsque 0 — a, nous sommes conduits au 
système d'équations 


—21A cos [(4 + À) «l + 2AB cos [(1 + À) a] — 

— (+2) (1 —v,)Ccos [1 — À) œ] — (1 + A) (1 —v,)D X 

X sin [({ — À) «] = 0, 

224 sin [4 + À) «] + 2AB cos [(1 + À) à] F (17.6) 

+F{—A)4—wv,)Csin{({ —à)al+(1—2)({1—v)D x 

X cos [(1 — À) a] = 0. 

Le système 17.6 se décompose en deux systèmes : 
—22A cos{(1 + À) a] — (1 + À)(1 — v,)Ccos[(1 — À) a] = 0, 7.7 
2RA sin [(4 + À) @l + (1 — À) (1 — v,) Csin [(1 — à) &] = 0; | 
2AB sin {(1 + À) a] + (1 + À) (1 — v,) D sin [(4 — À) al = 0, 17.8) 
21B cos [(4 + À) a] + (1 — À) (1 — v,) D cos ff —A)al = 0. * | 

La condition d'existence d’une solution non triviale pour le 
système (17.7), i.e. la condition d'égalité à zéro du déterminant se 
ramène à l'équation 

sin 2 ++ sin 2ai — (0. (17.9) 


Aussi faut-il pour À, qui est racine de cette équation, garder dans 

la solution les constantes À et C, liées entre elles par la relation 

A+) (vit) cos[A—hal, | : 
A — costa "CC (17.10) 
et supposer les constantes B et D nulles. La condition d'égalité à 
zéro du déterminant du système (17.8) conduit, elle, à l'équation 
sin 24 — + sin 2ah = 0. (17.11) 
[1 faut cette fois pour À, qui est racine de cette équation, garder 
dans la solution les constantes B et D, liées par la relation 


= A+) (it) sin{({—N al n _} 
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et supposer les constantes À et C nulles. On peut écrire les équations 
(17.9) et (17.11) sous une forme qui englobe les deux : 


sin 24h = —+À sin 2. (17.13) 


L’équation (17.13) peut admettre des racines conjuguées com- 
plexes À = À, + il. Utilisant alors les représentations (17.4) et 
(17.5) et leurs conjointes, nous obtenons que dans la solution figu- 
rent les fonctions oscillatrices 


cos(Alnr), 
sin (Â2inr). 


Notons que S. N. Karpet F. C. J. Karal proposent dans l’article 
*[1] des recommandations sur la recherche approchée des racines 
réelles et complexes. 

Sont intéressantes celles des racines de l'équation (17.13) qui 
vérifient la restriction 0 << Re À << 1. En effet, lorsque Re À << 0, 
l'énergie de déformation s'avère infinie, et lorsque Re À > 1, les 
contraintes se trouvent limitées (les termes restants, non analytiques, 
sont sans intérêt). Dans le cas où pour une valeur donnée de « les 
solutions font défaut dans les limites indiquées, on peut affirmer 
que les contraintes sont limitées. Conformément au type de con- 
ditions aux limites le cas considéré sera dit cas IT-IT. 

On considère d’une manière analogue le problème où sur les 
frontières sont supposés nuls les déplacements (cas I-I) ou les con- 
traintes tangentielles +, , et les déplacements normaux U, (cas ITI-ITT), 
de même que les cas où sur l’un des côtés est donnée une condition d’un 
type et sur l’autre une condition d’un autre type (cas mixtes I-II, 
I-IIT, IT-II1). 

Rapportons les équations transcendantes correspondantes : 


sin 214 = + 2 sin2a& (I-I), 
sin2Âa—+sin2& (III-IIT), 


sin? 240 CHA CS (ip, (17.14) 


sin 444 — —Xsin 4x (I-IIl), 
sinéka=Æsin4a (I-Il), 
où x = (3 — v})/(1 + v). 


Les solutions de ces équations pour différentes valeurs de @ 
sont représentées sur la figure 7 (A. Kalandia [1]). 

Passons à la considération du problème correspondant à un cône 
circulaire (Z. P. Bazant *{[1]). 
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Il est naturellement plus commode de résoudre ce problème 
dans un système de coordonnées sphérique. Nous partirons de la 
représentation des déplacements sous la forme 


u, =riU, (0); ue = rUo (6). (17.15) 


La dernière condition n’introduit pas de restrictions supplémentai- 
res, car la solution sera cherchée pour des déplacements ou des con- 


Fig. 7. Min Re 2. en fonction de l’angle «& pour différentes conditions aux limites. 


traintes nuls, donc la condition de symétrie axiale est automatique- 


ment réalisée. Les équations de Lamé se transforment alors en kes 
équations : 


dU 
TE — 1) —A A Hs 
2H BRU + RAR ten 0 
AT 
vi + [vi (À + 2) — Ar 0 D + vicotg 0 8 (He) 
+040 000 (=). 


Dans le cas du premier problème fondamental il est nécessaire 
d'exiger que les déplacements sur le cône 0 — « soient nuls et, 
en outre, que les égalités 


He 


= Us —0 (17.17) 


aient lieu afin d'assurer la re de la solution sur l'axe de 
rotation. 

Dans le cas du deuxième problème fondamental les composantes 
O4 et t,9 doivent s’annuler lorsque 8 — «, ce qui pour les fonctions 
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U, et Uy conduit à la vérification des conditions 


+ (1 + va + Ave) U, + v2 cotg aÙo = 0, 
du, À or OU 1 
Te - (AA) Vo 0(v =). (É529) 


Les égalités (17.17), elles, restent en vigueur. 
Les valeurs de Re À (dans les mêmes limites) pour les premier et 
deuxième problèmes (cf. Z. P. Bazant *{[1]) sont représentées sur la 


1499 LL dé 
E e 


NS LL 
REZ 


probleme 


04 


2 


0 


F/2 37/4 7 


Fig. 8. Min Re À en fonction de l’angle « pour différents + pour les premier et 
deuxième problèmes. 


figure 8. Dans ce même travail est étudié également le cas où la sur- 
face réglée du cône présente des arêtes. 

Considérons à présent un coin tridimensionnel, délimité par 
deux demi-plans formant entre eux un angle &. Supposons que ce 
coin subisse un état de contrainte et de déformation de type spéci- 
fique : cisaillement longitudinal (dit également déformation anti- 
plane) tel que seule une composante du déplacement w parallele à 
l’arête (l’axe z) est différente de zéro et de plus constante le long de 
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l'axe z. Il découlera alors de la loi de Hooke et des équations d'équi- 
libre que seules deux composantes des contraintes, t.9 et t,, (2, p, Ô 
coordonnées cylindriques), sont différentes de zéro ; le déplacement 
& (p, 8) vérifiera, lui, l'équation de Laplace. Déterminons la solu- 
tion propre du problème de la théorie de l’élasticité relatif à un tel 


40 


0 45 90 135 160 225 270 315 360 
æ, degres 


Fig. 9. Min Re ?. en fonction de l'angle, x, déformation antiplane. 


coin dans le cas des contraintes t.4 nulles sur les faces. La fonction 
harmonique correspondante est trouvée en tant que partie réelle de 
la fonction analytique z} et on obtient pour À l’équation suivante: 


sin ka = 0. (17.19) 


La solution qui nous intéresse (c'est-à-dire la solution à la plus 
petite partie réelle) vaut x/«. La simplicité de la réponse nous incite 
à conclure immédiatement que les contraintes peuvent être illimi- 
tées uniquement dans le cas, où & > x (cas des angles concaves). La 
valeur du min Re À en fonction de l'angle & est représentée sur la 
figure 9 empruntée à l’article *[1] de G. C. Sih. 

Il convient de noter que les particularités du comportement des 
solutions au voisinage des points anguleux, définies à l’aide de la 
méthode des fonctions propres, s'avèrent identiques aux particula- 
rités qu'on obtient au cours de la résolution directe (dans les cas où 
cela est possible) du problème aux limites correspondant. G. Chere- 
panov [1] donne la solution pour un plan homogène par morceaux, 
dont les lignes de coupure coïncident avec le contour de jonction des 
milieux. 

On applique également l'approche exposée pour l'étude de l’état 
de contrainte et de déformation d’un milieu homogène par morceaux 
quand la surface ou la ligne de séparation des milieux émerge sur la 
surface extérieure ou quand la surface de séparation des milieux 
elle-même ne contient pas de points irréguliers (A. Avetissyan, 
K. Tchobanian [1], L. M. Keer, K. S. Parihar *[1]). L'analyse se 
ramène à la résolution de problèmes pour un corps constitué de deux 
ou plusieurs coins en cas de conditions aux limites homogènes sur 
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les frontières extérieures. Les calculs effectués pour des cas particu- 
liers sont rapportés dans les travaux de M. L. Williams *[2] et 
A. R. Zak, M. L. Williams *{1]. On considère dans le premier travail 
deux coins d'angle d'ouverture x (le plan présente une coupure semi- 
infinie) et dans le second, trois coins : deux d'angle x,2 et le troisième 
d'angle x (le plan homogène par morceaux présente une coupure semi- 
infinie émergeant sur la frontière de séparation des milieux). 

I1 convient d'indiquer encore que les singularités de la solution 
dépendent également de la nature des conditions aux limites. La 
présence de forces concentrées et de moments, de discontinuités dans 
les conditions aux limites conduisent à des singularités de la solu- 
tion même en l'absence de points anguleux (&œ = x). Toutefois on 
peut, à l’aide d'une solution particulière correspondante (le plus 
souvent, élémentaire), éliminer préalablement ces singularités. 


11—0340 


CHAPITRE IV 


ÉQUATIONS INTÉGRALES DES PROBLÈMES 
BIDIMENSIONNELS DE LA THÉORIE 
DE L'ÉLASTICITÉ 


$ 18. Equations intégrales de Muskhelishvili 


Considérons ensemble les premier et deuxième problèmes de la 
théorie de l’élasticité pour un domaine fini simplement connexe D*, 
délimité par un contour régulier L. Récrivons les conditions aux 
limites sous une forme généralisée : 


ko (t)+ tp (6) + (t)=f(#). (18.1) 


Ici À — —»x dans le cas du premier problème, À = 1 dans le cas 
du deuxième, la fonction f (t). elle, a été déterminée plus haut ($ 15). 
Récrivons la condition (18.1) sous la forme 


p(t)=f()—kp(t)— tp" (). (18.1) 


Le second membre de (18.1’) représente donc la valeur limite d'une 
fonction, analytique dans le domaine D+. En vertu de (2.9) cette 
condition peut être représentée sous la forme d'une égalité vraie 
pour tous les ae z situés en dehors du domaine D*+: 


" | ko () tp” (2) dt= _. (4) dt = À (2). (18.2) 
DRE TN ne 2 
L 


2ri 


Passons de l'équation fonctionnelle (18.2) à une équation inté- 
grale. Pour cela. réalisons le passage à la limite vers les points du 
contour ZL en restant tout le temps à l'extrérieur du domaine D*. 
Supposons, par ailleurs, que les fonctions œ (ft), q” (t) et f (£) vérifient 
la condition H-L. ce qui rend possible l’utilisation des formules de 
Sokhotski-Plemelj. 

Pour obtenir l'équation sous une forme compacte utilisons les 
identités 


LEONE, 
t—to ' 


" (t) dt 
+ (to) + _ | + 0 
1 
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* 


Passons à la limite dans (18.2) et ajoutons à cette relation les 


rnières identités, multipliées respectivement par —t, et k. Effec- 
ant l'intégration par parties, nous parvenons à l'équation intégrale 
» N. Muskhelishcili [3]: 


- kp (Go) — > US | 
L 


L'équation (18.3) appartient à la classe des équations intégrales 
Fredholm. Faisons son étude. Commençons par la considération 

deuxième problème fondamental ( À = 1). Montrons d’abord que 
ute solution de ce problème doit être valeur limite d'une fonction 
alytique dans le domaine D*. Soit œ (t) une solution quelconque 
e l'équation (18.3). Formons les intégrales de type Cauchy (le point 
est pris dans le domaine D-): 


a [aid cr 


27i 


(18.4) 


x | @ qe t)+te (4) —f (4) dt = —iY(:) 


t—2" 


‘équation (18.3) peut alors être interprétée comme une relation 
mtre les fonctions © (t) et Ÿ (ft), qui sont les valeurs limites de 
onctions analytiques dans D-: 


O(t)+1D'(t)+Y(t)=0. (48.5) 
Il découle de la relation (18.5) que 
D(z)=ias +8, Y(z) = —B, 


puisque ces fonctions représentent la solution du deuxième problème 
extérieur pour des valeurs nulles de contraintes sur le contour (& est 
une constante réelle, f une constante complexe). Comme ces fonc- 
tions sont des intégrales de type Cauchy, elles sont donc nulles à 
l'infini. C’est pourquoi il résultera de la première représentation 
(18.4) que  (t) est valeur limite d'une fonction, analytique dans le 
domaine D*. 

Puisque la fonction q, (:) = iæz +— $ (« et B sont, comme aupa- 
ravant, des constantes réelle et complexe) correspond à un état nul 
de contrainte, alors il est évident qu elle représentera une solution 
non triviale (et de plus unique) de l'équation (18.3) si son second 
membre est nul. 

Remarquons que le problème de la théorie de l’élasticité lui- 
même pour un domaine limité n'a de solution que si le vecteur 


11 
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moment résultant des forces extérieures est égal à zéro: 


Re | [6 dt=0. (18.6) 
L 


La condition d'égalité à zéro du vecteur résultant des forces exté- 
rieures découle automatiquement de l'univocité de la condition à 
la limite. 

En nous appuyant sur le travail de D. Scherman [2], démontrons 
que la condition (15.6) entraîne la résolubilité de l'équation (18.3) 
(pour k — 1). Nous supposerons que l'origine des coordonnées est 
située dans le domaine D*. Ajoutons au premier membre de l'équa- 
tion initiale l'opérateur 


1 q (4) LAO] Q Le = 14 
27i [© dt+— _ lo — | (<= dt+ LE di) (18.7) 
L 1. 
et analysons l'équation ISRUs 
k 1 
— #90 — x | PU din Ï pd + 


! 27i 
L 
Démontrons que chaque solution de la dernière équation est 
valeur limite d'une fonction, analytique dans le domaine D*. À la 
différence de (18.4), définissons la fonction Ÿ (z°) correspondante au 
moyen de passe suivante : 


TO) 1([eu FO | 
nn Se dt+- + PRET (18.3") 
L 


_.  qU+tp ()—f( | p(0) 
Ve)= gr | a+ | Eat+ 
£ 


++ [a+ 0 à]. (18.4) 
L 


Oni © 


L'équation (18.3”) se transforme alors en la même relation à la 
limite (18.5). Comme précédemment, nous obtenons l'égalité à 
zéro des fonctions ® (z’) et W (z’) et, par conséquent, la possibilité 
de prolonger la solution dans le domaine D+. 

Montrons maintenant que toute solution de l'équation (18.3”) 
annule les termes complémentaires (18.7) si le second membre vérifie 
la condition (18.6). Comme la fonction Ÿ (2) = 0, les coefficients 
de son développement en série de Laurent seront nuls. Le premier 
coefficient du développement est égal à 


1 (e@ 
_—. a dt=0, (18.8) 
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et le coefficient de {/z° est 


5e | (PG)+ Hp" (#)] dt — 
L 


on 2ri 


_ (Für | [Lo at + 0 | =0. (18.9) 
L L 


Il découle de (18.8) que la première intégrale figurant dans (18.7) 
s'annule toujours. Transformons (18.9) en 
1 — Tor 
2 MPG ds | 16 + 
L 


L 


1 R'A0 (AURRS EE 
Fax | [LS ar+ 0 Gi ]=0. (18.10) 
Le premier terme, ainsi que le second (en vertu de (18.6)) est réel, 
alors que le troisième est complexe. Par conséquent, le troisième 
terme de (18.7) est égal à zéro. 

Démontrons que l'équation (18.3) est résoluble quel que soit 
son second membre. Il convient pour cela de montrer que l'équation 
homogène ne possède pas de solutions non triviales. Admettons 
qu'une telle solution existe. Désignons-la par œ,(t). Le second 
membre de l'équation étant nul, la condition (18.6) est vérifiée 
automatiquement et c'est pourquoi la somme (18.7) s’annule elle 
aussi lorsqu'on y porte la fonction œ, (t). Donc, la fonction w, (t) 
doit être solution de l'équation homogène (18.3) également, et par 
conséquent, vaut (œt + B). Substituant cette fonction dans (18.5) 
nous obtenons de la condition de l'égalité de chacun des termes à 
zéro que les constantes & et B s'’annulent. Ainsi, la résolubilité de 
l'équation (18.3”) est démontrée pour un second membre arbitraire, 
notamment lorsque la condition (18.6) est satisfaite. Dans ce der- 
nier cas, comme on a démontre plus haut, la solution de l'équation 
(18.3”) est solution de l'équation (18.3) aussi. 

Les équations intégrales de Muskhelishvili peuvent être élaborées 
pour le cas d’un domaine multiconnexe et d’un problème extérieur. 
D. Sherman {2] a analysé ces équations et démontré leur résolubi- 
lité. Toutefois leur résolution pratique est dans ces cas difficile à 
obtenir vu la nécessité de résoudre préalablement des problèmes 
auxiliaires pour certains types particuliers de chargement *). 


*) En appliquant les résultats tirés de l'article de D. Sherman (Problème 
plan statique de la théorie de l’élasticité pour un milieu anisotrope. Travaux de 
l'Institut Séismologique de l'Académie des Sciences de l’U.R.S.S., n0 86, 
1938) à un milieu isotrope on peut obtenir des équations intégrales toujours 
récolubles, différant des équations de Muskhelishvili par des opérateurs 
complémentaires de forme élémentaire. 
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D. Sherman a établi que les nombres caractéristiques de l’équation 
(18.3”) sont en valeur absolue supérieurs à l'unité, assurant par cela 
même la convergence de la méthode des approximations successives. 
On conçoit que cette conclusion est vraie pour l'équation intégrale 
de Muskhelishvili aussi (à condition, bien entendu, que le moment 
vecteur résultant des forces extérieures soit nul). 

La résolution numérique de l'équation de Muskhelishvili par la 
méthode d intégration mécanique est compliquée à cause de la pré- 
sence d’une fonction propre. En effet, le déterminant du système 
correspondant d'équations linéaires s’avère nul (dans les limites de 
la precision), ce qui conduit à l'obtention de valeurs non stables des 
grandeurs recherchées. N. Muskhelishvili [1], ainsi que A. Gorguidze 
et A. Rukhadze [1] ont proposé pour éliminer ce défaut de fixer la 
densité en certains points, excluant par-là même l'étude des équa- 
tions correspondantes. P. Perline et Yu. Chaliukhine {1] ont proposé 
un autre procédé. [ls considèrent l'équation (18.3”). L'erreur des 
formules d'intégration utilisées et celle de la représentation approcheée 
(constante par morceaux ou autre) de la densité font que les termes 
introduits complémentairement seront différents de zéro; l'erreur 
qu'ils engendrent s'avère petite (de l’ordre de l'erreur des formules 
d'intégration), tandis que la structure du système d'équations algé- 
briques s améliore sans conteste puisque l'équation de départ n'ad- 
met pas de fonctions propres. 

Notons que des complications de même nature (à cause de l'er- 
reur de réalisation numérique) (cf. $ 12) apparaissent également 
lors de la résolution de l'équation de Muskhelishvili par la méthode 
des approximations successives. P. Perline et Yu. Chaliukhine [1] 
proposent également d'utiliser l’équation-(18.3’) pour élaborer une 
solution convergente. 

Attirons l'attention sur le fait que pour les problèmes à deux 
axes de symétrie le processus s'avère stable dans les deux approches 
si, bien entendu, la discrétisation du contour, nécessaire pour la 
réalisation numérique, possède elle aussi une symétrie appropriée. 

L'étude de l'équation intégrale correspondant au premier pro- 
blème fondamental se fait d’une manière analogue. Il faut dans ce 
cas introduire une fonctionnelle complémentaire 


HE fe 


27i | 


$ 19. Equations intégrales de Sherman-Lauricella 


Passons maintenant à l'élaboration d'autres équations inte- 
grales des problèmes plans fondamentaux de la théorie de l’élasti- 
cité dites équations de Sherman-Lauricella (cf. D. Sherman [6, 7]). 
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Supposons que le domaine D est délimité par un ou plusieurs 
contours L,, Le, . . ., Ln, L, de telle sorte que les premiers m con- 
tours sont disposés l’un en dehors de l’autre, tandis que le dernier 
englobe tous les autres (le contour L, peut faire défaut). Nous deési- 
gnerons par D} (k = 1, 2,..., m) les domaines finis délimités par 
les contours L,;, et par D5 le domaine infini, l'extérieur du contour L,. 

Considérons d’abord le deuxième problème fondamental. Nous 
supposerons que les vecteurs résultants X,, Y’, des efforts extérieurs 
appliqués aux contours L, sont nuls (dans le cas contraire il importe 
de réaliser une transformation évidente des conditions aux limites). 
Dans ce cas les fonctions cherchées œ@ (z) et  (z) sont univoques. 

Ecrivons les conditions aux limites (L = L, + L,;): 


pt)+tp(t)+Vp(=f()+Cx (EL). (19.1) 


Ici f (t) est une fonction donnée, univoque et continue sur chacun 
des contours, les constantes C, et C, sont déterminées au cours de la 
résolution du problème aux limites. On peut fixer l’une d'elles de 
façon arbitraire, Ch+, par exemple, en la posant égale à zéro tout 
en supposant, bien entendu, que les conditions (18.6) soient réalisées. 

Nous rechercherons les fonctions œ (z) et 1 (:) sous la forme *) 


ç()=.- (20%, (19.2) 


L 


Dai t—: 
L 


vof a+ 1 (20 
L 


1 _fw (#) dt 
a | PRE +5 2 . (19.3) 


© (t) est la fonction cherchée, :;, des points eee donnés 
dans les domaines Di, b, des constantes réelles déterminées de la 
manière suivante : 


b,=i | Lo (t) dt — © (D dt]. (19.4) 


Remarquons que les représentations (19.2) et (19.3) rappellent par 
leur forme les représentations analogues de la solution du problème 
pour le demi-plan. 

Nous supposerons que la fonction w (t) vérifie la condition H-L. 
Réalisons dans (19.2) et (19.3), ainsi que dans la représentation tirée 
de (19.2) pour la fonction œ” (2), le passage à la limite de l'extérieur 


*) Dans les travaux de D. Sherman [6, %] l'expression proposée pour (2) 
contient des termes complémentaires qui ne sont pas de grande nécessité (ce qui 
plus tard a été indiqué par l'auteur). 
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vers les points des contours L, et de l’intérieur vers les points du 
contour L,. Portons les expressions obtenues dans les conditions 


aux limites (19.1); nous aurons alors une équation intégrale de 
nr 


@(to)+-— _ | w()din su — Î o(t)d te + 
L T— ‘0 L "0 
+ > A Ni GEL). (19.5) 
Dans le premier membre de cette expression est introduit le terme 
a — (19.6) 
Lo — © 
où 
@ (e) « qu 
on Je a+ di], (19.7 


et z, = 0 est inclus pour l’uniformité de l'écriture. 
Déterminons les constantes C, à l’aide des relations 


Ce | & (t) ds, (19.8) 


où ds est la différentielle d'arc du contour. En tenant compte de ce 
fait, l'équation (19.5) est transformée en une équation intégrale par 
rapport à « (f). 

Montrons que toute solution de l’équation (19.5) annule le nom- 
bre b, si la condition d'égalité à zéro du vecteur résultant des efforts 
appliqués à tout le corps est réalisée. Pour le démontrer représentons 
l'équation (19.5) sous la forme 


—f(t) (GEL). (19.9) 


Multiplions les deux membres de cette égalité par dt et intégrons. 
Les fonctions œ (t) et 1 (£) étant univoques, nous obtenons 


Î te dt— pt) dtj—2nid, — | f (#) dt. (19.10) 
L L 


Comme tous les termes de cette égalité, sauf 2nib,, sont des gran- 
deurs imaginaires, b, = (. 

Démontrons que l'équation (19.5) est toujours résoluble. Admet- 
tons, comme d'ordinaire, que l'équation homogène possède une 
solution non triviale w, (t). Affectons alors de l'indice « 0 » infé- 
rieur les fonctions correspondantes œ (z) et 4 (z) et de l’indice «0 » 
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supérieur les constantes b, et C;, déterminées au moyen des rela- 
tions (19.2) à (19.4), (19.8). Les fonctions œ, (z) et 1, (z) doivent 
vérifier les conditions aux limites 
Pott)+tp(t)+o(é)—Ci=0 (tEL). (19.11) 
Du théorème d'’unicité vient 
Po) = iuz + B, dbz) —=—B, Ci = 0. (19.12) 


Faisant appel aux formules (19.2) et (19.3) nous parvenons, compte 
tenu de (19.12), aux egalités 


——— = m 
= [0 (RD + D M. (19.13) 
k=—] 


Introduisons à présent sur tous les contours L,, + L, les fonctions 
Ep* (t) = @o(t) — int —B, (19.14) 
mn 
, —— 7, b . 
àb* (1) = oo (£) — to, (t) + > et (19.15) 
k=1 


Ces fonctions étant analytiques dans les domaines D}, les égalités 
(19.13) peuvent être récrites sous la forme: 


27i RE 2zi 
L 


= uses, À | PO y=0 (:€D). (19.16) 


J1 découlera de la propriété de l'intégrale de type Cauchy ($ 2) que 
les fonctions p* (t) et * (4) sont valeurs limites de fonctions, analy- 
tiques dans les domaines D£ et D5, et p* (oo) = 0, * (oo) — 

On a montré précédemment que le coefficient b, = 0 si la con- 
dition (18.6) est réalisée. Il est évident que dans notre cas aussi 
cette condition est vérifiée et c’est pourquoi l'on a bÿ = 0. Substi- 
tuant dans le second membre de (19.7) l'expression de w, (t) tirée de 
(19.14) nous sommes conduits à l'égalité &« = 0. Eliminant ensuite 
la fonction w, (t) de (19.14) et (19.15) nous obtenons 


a << t® | _ 
p* ()+ pt" (4) +p* (= i D =, il. (19.17) 
h=1 L 
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Multiplions les deux membres de cette égalité par dt et étendons l'in- 
tégration à chaque contour L;. Nous parvenons alors aux égalités 


À TE Cdt — q* (4) di] = — 2 ; (19.18) 
Ly 
il en découle 
bé = 0, (19.19) 
et c'est pourquoi on obtient 


p(t)+ip*’(t)+y*(t)= —2iB (tEL:). 


Dès qu’on connaît les fonctions q* (z) et Y* (z), le deuxième pro- 
blème fondamental est résolu pour chacun des domaines D? pour des 
valeurs nulles à la frontière. En vertu du théorème d'unicité, pour 
le domaine D5 (compte tenu de ce que * (oo) — #* (0) = 0 et, 
par conséquent, qç* (z) = 4#* (z) = 0) nous obtenons que B = 0. 
Dans ce cas 


p* () = ianz + Ba, VY* (5) = —Bx, (2 E D) 
Il s'ensuit, en vertu des formules (19.14), (19.15), que 
Oo (ft) = —ant + ifx (€ Lx), 
@6 (t) = 0 (t € Lo). 

Tenant compte de (19.19) et des égalités C*£ — 0 nous obtenons 
que tous les a, et B, sont nuls et c "est pourquoi w, (ft) = 0. Donc 
l'équation (19.5) est toujours résoluble. Si le moment vecteur résul- 
tant est nul, b, — 0. Ceci étant, la solution de l'équation (19. D) 
coïncide avec la solution de |” équation intégrale initiale. Cette équa- 
tion est, par conséquent, toujours résoluble. 


Considérons maintenant le premier problème fondamental. Nous 
avons la condition à la limite 


2p(t)—tp(t)—#(t)=f(4) (tEL). (19.20) 


€hoisissons dans ce cas pour les fonctions (2) et y (z) la représen- 
tation suivante: 


m 
q (z = (+ a+ Auim(z— zx), (19.21) 
L R=1 
“(oO o (1) JE — 
OZ) Ldt+ or | ++ dé 
L 


1 to (t) 
27i (t—:)? 
L 


dt— S x4;ln(z—z), (19.22 
Rk=si 
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où 4, sont des constantes à déterminer. Exprimons-les au moyen 
de la fonction «(t): 

A, == | o(t)ds. (19.23) 


Reéalisons le passage à la limite vers les points des contours dans 
les expressions de @ (:), @” (z) et (z). Après certaines transformations 
nous obtenons une __ de de la forme suivante: 


Xx0 (to) + — | © (1) din — — ET A LIU o(t) d =" = HE QU 
cd L 


129 % nin(t—s,) |o(tds=f(t) (EL). (19.22 
= 


LR 


Répétant dans les grandes lignes les raisonnements énoncés plus 
haut, on démontre la résolubilité de l'équation (19.24). 

Tous ces raisonnements restent en vigueur également dans Île cas 
où le contour L, fait défaut. 

L'équation intégrale pour le deuxième problème fondamental a 
été obtenue par I. Khatsirevitch [1]. Le second membre de cette 
équation, proche en structure des équations de Sherman-Lauricella, 
est exprime directement par les contraintes extérieures. 
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Les équations intégrales étudiées au paragraphe précédent sont 
applicables aux problèmes concernant des domaines multiconnexes 
arbitraires. Indiquons une certaine modification de ces équations 
qui, en tenant compte de la spécificité des domaines et de la nature 
des conditions aux limites, permet de simplifier considérablement 
l'obtention de la solution. 

Pour le problème où le domaine lui-même et les conditions aux 
limites possèdent une symétrie réflexion-miroir et cyclique d'un 
certain ordre, V. Buïvol [1] a réalisé les transformations adéquates 
de l'équation (19.5) et a obtenu des équations pour lesquelles le 
contour d'intégration est la partie non réductible du contour *). 

Abordons le problème doublement périodique en nous appuyant 
sur L. Filchtinski [1] qui l’a considéré dans sa position la plus 
générale. Supposons qu on a un parallélogramme de périodes (fig. 10), 
où w, et w, sont les principales périodes du réseau, Im w, = 0, 
Im (w2/w,) = 0, w@: = cet, [Im c = 0, et à l’intérieur de chacun 
des parallélogrammes un groupe de trous ne se recouvrant pas, dé- 
signés par Ln, où l'indice supérieur correspond à la numération 


*) Certaines corrections sont introduites par S. Vigdergauz [1]. 
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adoptée dans les limites du parallélogramme de base, les indices infé- 
rieurs désignent, eux, le parallélogramme correspondant. 

Posant le deuxième problème fondamental il faut admettre que 
la charge appliquée à chacun des contours ne dépend pas des indices 
inférieurs et que dans tous les cas le vecteur résultant et le moment 


Fig. 10. Parallélogramme des périodes dans le plan pour une dispositiou double- 
ment périodique de trous. 


vecteur résultant sont nuls (dans le cas contraire la périodicité sera 
violée). En outre, il est nécessaire d'inclure dans la position du pro- 
blème les valeurs dites moyennes des contraintes 6,, 6, et Oj+, ap- 
pliquées aux bords du parallélogramme de périodes, qui sont équiva- 
lentes à celles qu’on avait dans un état homogène de contrainte à 
l'infini (avec les mêmes valeurs de contraintes).” 

On utilise pour les fonctions œ (z) et Ÿ (z) les représentations 


l 


pU= 5x fotitt—2-L(ua+ TX ME(s—2)+ 45, (20.1) 
L hk=1 


vO=R [OU dt+w (D di (EEE (1 
L 


5 [oblint-2-nt-2dt+ 


Ji 
EL 


l 
HD ba (G(z2— 2) +pi(z—zx)l+ Bz, (20.2) 


kh= 1 


où & (z) est la fonction zéta de Weierstrass, p (z) la fonction ellip- 
tique de Weierstrass, les points z, sont disposés dans les domaines 
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Dit, les constantes b, déterminées par des formules analogues à 
(19.4), À et B sont des constantes explicitées par les valeurs moyen- 
nes des contraintes et les paramètres du réseau. La fonction p, (2) 
est de la forme (cf. V. Natanson {1]) 


ne) {ir -2 EL) (p=mo,+nw). (20.3) 


L'équation intégrale correspondante est obtenue et étudiée dans 
l'article cité plus haut de L. Filshtinski. 

Notons que le problème périodique pour un plan comportant des 
trous a été considéré par V. Toropina [1] qui a appliqué la bande de 
périodes sur un plan présentant une coupure et, utilisant pour les 
fonctions œ (:) et 1 (z) une représentation de type (19.21) et (19.22), 
a obtenu les équations intégrales correspondantes. L'analyse des 
propriétés spectrales a montré que l'on peut résoudre ces équations 
par la méthode des approximations successives. 

Arrêtons-nous au problème relatif à la résolution numérique 
des équations intégrales de Sherman-Lauricella et de leurs modifi- 
cations. Ces équations sont régulières, donc se laissent résoudre di- 
rectement par la méthode d'intégration mécanique (cf. $ 11), prenant 
en compte le terme complémentaire (19.6). Afin d'élever la précision 
il convient d'utiliser le fait que les intégrales étendues aux noyaux 
présents dans les équations de Sherman-Lauricella se calculent sous 
forme explicite. C'est pourquoi tout terme des sommes intégrales peut 
être représenté comme le produit de la valeur de la densité au point 
d'appui par l'expression correspondante. 

Nous passerons à la détermination des contraintes dans le corps 
élastique après avoir trouvé la solution de l'équation intégrale. Pour 
les points intérieurs ce problème se résout de façon élémentaire puis- 
que les représentations des fonctions œ (z) et 4 (z) (19.2), (19.3) sont 
régulières. Mais ce sont les points du contour qui présentent le plus 
d'intérêt et par ailleurs le plus de complexité (notamment liée à la 
détermination de la fonction œ” (t)). 

K. Zapparov et P. Perline [1] font appel pour résoudre ce pro- 
blème à l'appareil de la théorie des splines (cf. $ 9). Désignons par 
t? les points d'appui et par t, les points nodaux. Nous aurons alors, 
pour la fonction  (z) par exemple, la représentation 


N 
l + —t 
po (t)+ Don EE. (20.4) 
Pak 


Construisons sur chaque tronçon t#?_,, t: le spline cubique 
. 3 
o(t)= > a (tR—t)". 
0 


Mmes 
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La dérivée w” (t) au point f£ sera alors égale à —aËÀ. Pour la fonction 
@” (t) nous avons la FERRER 


" "(R)= +0" (t8) S a} In .. (20.5) 
3=1 
j#k 


L'expression (20.5) permet de déterminer aux points du contour la 
composante tangentielle des contraintes (d après la formule 0, = 
= 4Re œ° (t) — Im f” (t)). 

Les résultats des calculs de ©, sont donnés sur la figure 11 pour 
l'extérieur d’un carré et sur la fig. 12 pour l'extérieur d’un contour 


Fig. 11. Composante tangentielle des contraintes dans une lame comportant un 

trou carré lors d’ur chargement par une pression hydrostatique p (pour un octant). 

Sur le côté du carré sont donnés 10 ([]). 20 (2) et 40 (::) segments, la ligne en% 
pointillés est la solution de G. Savine [1]. 


de forme spéciale. Dans tous les cas le chargement était une pression 
hydrostatique p. On a représenté également sur la fig. 11 la solution 
(en pointillé) trouvée au moyen de l'application conforme (cf. 
G. Savine [1]). Le caractère cyclique et la symétrie réflexion-miroir 
étaient, bien entendu, pris en compte. 

Etudions les équations intégrales pour des plaques en flexion 
appuyées. Les relations aux limites pour les fonctions œ (2) et 1 (2) 
sont (10.20) et (16.21). Remarquons qu'un problème aux limites 
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analogue se pose dans les états plans de contrainte et les états plans 
de déformation, quand la composante normale des déplacements et la 
composante tangentielle des contraintes sont données à la frontière. 

Z. Khalilov [1] a été le premier à essayer d élaborer des équations 
intégrales pour des plaques en flexion appuyées. Il s’y prend d'une 
manière analogue à celle qui a conduit Muskhelishvili à l'équation 
intégrale du $ 18 et obtient, lui, une équation intégro-différentielle: 


Fig. 12. Composante tansentielle des contraintes dans une lame présentant une 
coupure de forme complexe lors d’un chargement par une pression hydrostatique 
p (pour un octant). 


qu'il parvient à transformer ensuite en équation de Fredholm. Mais 
il est obligé d'introduire dans ses raisonnements une restriction: 
concernant la forme du contour, notamment que la courbure soit. 
partout non nulle, dictée uniquement par l'appareil utilisé. Le pro- 
cédé proposé par M. Fridman [1] est exempt de cette restriction. 
L'auteur construit à la première étape une équation intégro-diffé- 
rentielle singulière, son étude étant effectuée pour un domaine mul- 
ticonnexe. 

A. Kalandia [1] moyennant les représentations de I. Vekua [1] 
pour les fonctions analytiques 


D(2) — | u (e}n (1—<+) ds + | u (t) ds (20.6) 
L L 


a pu obtenir un système d'équations intégrales singulières et dé- 
montrer sa résolubilité en partant des principes de la théorie de 
systèmes de ce genre (cf. N. Vekua [1]). A la première étape l'auteur 
a réalisé une transformation équivalente des conditions aux limites 
(16.20) et (16.21) en intégrant l'une de celles-ci et l’ajoutant à l’autre. 
D. Sherman [18] a réalisé une autre transformation des conditions 
aux limites, différentiant l'une de celles-ci et l’ajoutant à l'autre. 
Le but de ces transformations est d'’égaliser l'ordre des dérivées 
contenues dans les conditions aux limites. Dans cet article les re- 
présentations proposées pour les fonctions œ (:) et 1 (z) conduisent à 
des équations intégrales régulières. Partant de raisonnements analo- 
gues, D. Sherman [19] a étudié également le cas général d’un domaine 
multiconnexe. 
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$ 21. Domaines multiplement connexes (biconnexes) 


La question de la résolubilité des problèmes de la théorie de 
l'élasticité, il est vrai, a déjà fait l’objet de notre considération aux 
$$ 19, 20 où l'exposé était conduit d'emblée pour le cas des domaines 
de connexion arbitraire. Plus encore, il s’avère possible de résoudre 
les problèmes pour des domaines multiplement connexes au moyen 
d'algorithme alterné ramenant la question à un ensemble de problè- 
mes successivement résolubles. A titre d'exemple pour un domaine 
limité de l’intérieur par le contour L, et de l'extérieur par le contour 
L, on peut agir de la façon suivante: résoudre le problème intérieur 
pour le domaine DS et une condition aux limites donnée sur le con- 
tour L,, puis résoudre le problème extérieur pour le domaine D: 
et une condition aux limites représentant la différence entre la 
condition aux limites donnée et celle tirée de la solution que l'on 
vient d'obtenir, et ainsi de suite. Les questions de convergence d'une 
telle approche sont traitées par S. Sobolev [1]. Cet algorithme est 
toutefois difficile à réaliser puisqu'il est nécessaire d'augmenter con- 
sidérablement le nombre d'étapes lorsqu'on rapproche les limites. 

Comme, par ailleurs, on ne trouve pas dans Îla littérature spé- 
cialisée de données sur la résolution des problèmes au moyen des 
équations intégrales de Sherman-Lauricella (ou d'autres) pour des 
domaines multiplement connexes pour de petites distances entre les 
frontières, une méthode spéciale, qui est à vrai dire effectivement 
valable pour les domaines biconnexes uniquement, présente de 
l'intérêt. La première publication à ce sujet (D. Sherman [12]) 
portait sur la résolution du problème du potentiel harmonique (dans 
son application à la torsion des tiges), suivie par un cycle assez 
important de travaux concernant le problème plan: La liste détaillée 
en est donnée dans le tour d'horizon de D. Sherman [21|). 

Exposons cette méthode pour le problème plan (dans le cas de 
contraintes données sur les contours L, et L.). Il faut déterminer les 
fonctions œ (z) et 1 (z) dans le domaine D pour les conditions aux 
limites 


p(t)+tp'(t):#(t)=filtt) (EL), (21.1) 
p(t)+tp ()+#{()=fi(t) (EL). (21.2) 


Introduisons sur l’un des contours, sur L, par exemple, une 
fonction auxiliaire w (t), définie par la relation 


2o (4)=p(t)—tp"(t)—1H(t) (LE Lo). (21.3) 
On obtient d'emblée des conditions (21.1) et (21.3) que 


_p (Et) = o (f) + 0,5f1 (+4), _ 
D (@) = —o (6) — to” (ë) + 0,5 [f, (6) + ti (1. 
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Il est démontré par ailleurs que les fonctions 


L 0,5 
pr = pe | SONO à, (21.4) 
L, 
Ÿs (z) = À} (z) + | 202 0 CSI GIE ER Of dt (21.5) 


L, 
sont analytiques dans le domaine Di. Aussi peut-on passer (admet- 
tant la fonction « ({) conventionnellement donnée) à un problème 


auxiliaire pour ce domaine avec des conditions aux limites dûment 
modifiées. On a 


Pal(t) + tps (t) — Pe (4) = fa (0) + À (6, ©, fi), (21.6) 


où À (t, w, /,) est l'écriture symbolique de la somme des termes de 
la condition aux limites, formée des termes complémentaires. 

Notons ®, (2, f:, H) et W4 (2, fs, H) la solution de ce problème aux 
limites (sans s'arrêter au processus de son obtention) et revenons à 
la condition (21.3) *), en la transformant à l’aide des fonctions 
Ps (z) et ÿse (z). Nous obtenons en résultat une équation intégrale 
régulière de Fredholm 


O(t) = Pay (Lo) — to0Ps (to) —- Px (bo) + 


I Elo. jp HV USE, Loyse 
Ti À @ (#) a In th Fi A &(#) d I à (A + #1) + 
1 t— to tt D 75) —to 
+) h(Ddim x) AOade. (47 


0 

Il est à remarquer que dans la résolution de problèmes concrets 
par cette méthode l’un des contours était en général une circonfé- 
rence (cf. D. Sherman [21]); sur celui-ci précisément était introduite 
la fonction auxiliaire, qui se développait d'emblée en série de Fou- 
rier, permettant par cela même d'obtenir tous les termes complé- 
mentaires sans efforts considérables. Au lieu d’une équation inté- 
grale, un système d'équations linéaires était construit à la dernière 
étape. Comme ce système correspondait à une équation différentielle 
du second ordre, sa structure s’avérait avantageuse. P. Perline [1] 
a démontré que moyennant des hypothèses assez générales ces systèmes 
sont quasiréguliers. 

t Notons l’article de P. Mochkine [1] où aucun des contours n’est 
circonférence, les deux étant pris sous forme d'ellipse. L'auteur in- 
troduit un contour auxiliaire, à savoir une circonférence disposée 
dans le domaine qu'occupe le corps élastique, et résout ensuite indé- 
pendamment deux problèmes relatifs à l'équilibre d’un couple de 


*) Le recours à la condition (21.1) n'est pas toujours à conseiller, puisqu'on 
obtient alors une équation intégrale singulière. 


12—030 
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domaines biconnexes, limités respectivement de l'intérieur et de 
l'extérieur par la circonférence, sous la condition de la coïncidence 
des contraintes et des déplacements sur celle-ci. Il convient d’indi- 
quer que les difficultés liées au calcul des termes qui sont déterminés 
à l’aide de la fonction « (t) (si le contour est différent d une circon- 
férence) peuvent être surmontées également si l’on utilise les poly- 
nômes de Faber. 

Le problème périodique pour un plan comportant des trous cir- 
culaires centrés tous sur une même droite est considéré par D. Sher- 
man [25]. Le problème pour un plan comportant trois trous circu- 
laires identiques, dont les centres forment un triangle équilatéral, 
avec des conditions aux limites présentant un axe de symétrie, est 
résolu par N. Kryukova [2]. Le problème d’un disque comportant des 
trous circulaires avec des conditions de symétrie cyclique est étudié 
par V. Kulish et B. Obodovski [1]. 

Cette méthode est, bien entendu, applicable aussi quand sont 
données sur les contours ZL, et L, des conditions aux limites de diffé- 
rents types. Plus encore, on peut admettre que sur l'un des contours, 
sur L, par exemple, sont données les conditions du premier ou du 
deuxième problème, et sur l’autre, des conditions de type mixte. 
Il importe alors d'introduire comme auparavant sur le contour L, 
une fonction « (t) et de passer au problème auxiliaire, maintenant 
mixte, pour le domaine D;. Dans les travaux de I. Aramanovitch [1] 
et I. Aramanovitch, N. Fotieva, V. Lytkine [1] ce schéma est réalisé 
sur l'exemple de l’enfoncement d’une étampe dans un demi-plan 
comportant un trou circulaire. 


$ 22. Problèmes de la théorie de l’élasticité 
pour les corps homogènes par morceaux 


Considérons le problème plan de la théorie de l'élasticité pour 
les corps homogènes par morceaux. Soit connu au $ 19 un domaine 
multiplement connexe D délimité par les contours continüment 
différentiables L;, (k — 1,2,...,m)et L,. Tous les contours, excepté 
L,, sont disposés en dehors l’un de l’autre, et le contour L, englobe 
tous les autres. Le domaine D est rempli d'un milieu élastique, dont 
les constantes sont x et u. Les domaines D}, délimités par les con- 
tours L, (k = 0), sont remplis de milieux avec les constantes x, et 
u,. Par raison de commodité on introduit dans ce qui suit à la place 
de la constante de Lamé À la constante x (différente dans le cas de 
déformation plane et d’état plan de contrainte). On décrira l’état 
de contrainte dans chaque domaine Di et D par les fonctions œ; (2) 
et 1 (z), supposant données certaines conditions aux interfaces des 
milieux. Sont d’un grand intérêt pour les applications les conditions 
où le vecteur des contraintes varie de façon continue sur Z,, alors 
que le vecteur des déplacements subit un saut donné u, (t) (la fonc- 
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tion u, (t) étant de classe H-L). Le contour extérieur peut être soumis 
aux conditions aussi bien du premier que du deuxième problème 
(et même du problème mixte). Présentons toutes les conditions aux 
limites qui sont nécessaires pour la détermination des fonctions 


pa (z) et x (2): 
Patt)+ipt)+ht=p(t)+tp (D +p() (GEL:), (22.4) 
khPa (£) — Épa (£) — Ya (E) — 
=xp(t)—{p"()—V (+ ut) (EL), (22.2) 
pÜt)+tp ()+p()=f(t) (tE Lo). (22.3) 


Pour fixer les idées, on se donne au contour Z,,+, les conditions du 
deuxième problème fondamental. 

Nous allons commencer notre considération par le cas particulier, 
où toutes les constantes x et u sont identiques. Nous appuyant sur 
D. Sherman {5}, transformons les équations (22.1) et (22.2) en 


qu(t)=p()+ ui) (EL), (22.4) 
a (8) = (6) + Pb (0) + UHR CE) + ur (OI, 
ph (2) = tua (4). (22.5) 
On peut montrer que les fonctions 
és pk (+) 
Î : ns Re 
pe 2er | t—: dt (z2ED), 
k=1 LR 


i 1 np} (2) 
pa) > Si | —= dt (zE Di) 


représenteront une fonction unique, analytique dans tout le domaine 
Dj qu’on notera dans ce qui suit q, (2). Un résultat analogue pour 
les fonctions 


m = 
1 i pi ()+ tu (6) 
tO+E Dar | à GED), 
k=1  L 
É & 1 ui (4)+tui (+) 
MER D ae | à GED 
h=1 Lh 


conduit à la fonction 1, (z), analytique dans le domaine D*#. 
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Compte tenu de ce qui vient d'être dit, écrivons la condition aux 
limites pour les fonctions p, (z) et %, (z) sous la forme 


Pot) +tp,(t)+bo(t)=f(t)+H(E, nu) (tEL), (22.6) 


où AH (t, mu) est l'écriture symbolique des termes déterminés au 
moyen des fonctions pu; (t). Le calcul des termes complémentaires 
présents dans les expressions des fonctions 4 (z) et 4 (z) est élé- 
mentaire dans le cas où les contours L, sont des circonférences (par 
développement des fonctions en séries de Fourier). Dans les autres 
cas il convient d'avoir recours à l’appareil des polynômes de Faber 
(cf. par exemple Yu. Amenzadé, T. Agaev [1] et Yu. Chaliukhine [1]). 

Notons que cette approche peut être utilisée également dans les 
cas où certains des domaines D; comportent eux-mêmes des trous 
remplis de milieux élastiques si les contours sont soumis aux con- 
ditions de type (22.1) et (22.2). 

Considérons maintenant le cas général lorsque les constantes 
élastiques sont variées. Arrêtons-nous à la méthode de S. Mikhline {1| 
qui suppose connue la fonction complexe de Green pour chacun des 
domaines D. Ceci permet d'’expliciter immédiatement (moyennant 
l'intégrale de Cauchy dans les termes réguliers) les fonctions ®, (2) 
et Ÿ (z) en partant des conditions aux limites (22.1) ou (22.2) et 
conduisant les raisonnements comme si les deux membres de l'égalité 
étaient connus. Après quoi, faisant appel respectivement à l'égalité 
(22.2) ou (22.1), l'auteur parvient à un système toujours résoluble 
d'équations intégrales singulières d'ordre m — 1. 

D. Sherman {9] représente dans chacun des domaines D les 
fonctions 4 (z) et #4 (z) sous forme (19.2) et (19.3), réalisant ensuite 
dans celles-ci le passage à la limite vers les points des contours L, 
et L,. Les égalités (22.1) à (22.3) conduisent alors à des équations 
intégrales régulières d'ordre 2m + 1. Des représentations de ce 
genre ont été utilisées par L. Filshtinski [2] pour la construction 
d'équations intégrales régulières dans le cas d'un problème double- 
ment périodique quand le parallélogramme de périodes comporte 
un certain nombre d'inclusions. 

Arrêtons-nous maintenant plus en détail sur la méthode de 
D. Sherman [20], ramenant le problème à un système d'équations 
singulières de deuxième espèce d'ordre m + 1. Par souci de simplicité 
limitons-nous au cas de m = 1. Nous avons alors sur le contour Z, 
les relations 


pa CE) +65 (E) + pi (6) = (6) + tp” (6) + bp (A 
Qu (8) — tps (6) — hi (6) = xp (8) — 297 (6) — 1 (E) + pi (D). 
Introduisons la fonction auxiliaire « (t) conformément à l'égalité 


o(t)=m(t)—tp()—pt)—p(t)+tp (t+ÿy() (EL). (22.8) 


(22.7) 
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Construisons les intégrales de type Cauchy 


+ 1 © (+) 
p*()= (x) 2ai | t—: dt, 
Li 
M (2) = 1 1 ( SO +t0" () 
POSTE x ( = 
L 


1 

Moyennant les égalités 
Po(z)=p(z)—p*(2), Vols) =#p(z)+w* (2) (2€ D), 
Po(z)= pis) —p* (2), Vos) =W(z)+Ÿ*(z) (2€ Di) 

on peut alors passer au problème relatif à un domaine continu: 


Po (£) + tp (6) + bo (t) = À (o, 1). 


Présentons la solution de ce problème sous la forme symbolique: 
Po(z) =, (©, 2), VYo(z) = H2(o, 5). (22.9) 


Réalisons le passage inverse aux fonctions œ, (2) et p, (z) et utilisons 
la seconde des relations (22.7), qui nous conduit à une équation 
intégrale singuliere : 


# 


b 
au (t)+ | 2 dt+N (0, to) = Ep (8) 
Li | 


EE = — as a b— — SD ES CCE = 
2 L M LE um  J? 2 L lu pe 


(22.10) 


Les termes du premier membre de l'équation (22.10), notés tous 
ensemble N (w, t,), sont des opérateurs réguliers par rapport à la 
fonction recherchée w (t). La méthode a trouvé une large application 
(cf. Yu. Amenzadé [1}). 

Il convient de noter que les méthodes exposées plus haut permet- 
tant d'obtenir des équations intégrales dans un cas plus général 
également quand les surfaces délimitées par certains contours L} 
comportent des trous. Remarquons que ces questions et d’autres 
voisines sont étudiées au $ 35 en partant des positions générales du 
problème spatial. 


CHAPITRE V 


QUELQUES QUESTIONS SPÉCIFIQUES DE LA 
THÉORIE DE L'ÉLASTICITÉ BIDIMENSIONNELLE 


$ 23. Problèmes de la théorie de l’élasticité 
pour les corps présentant des coupures 


Soit, dans le plan de la variable complexe z, m contours continü- 
ment différentiables ouverts ne se coupant pas, dont les extrémités 
sont notées respectivement a; et b;. On pose le problème de la théorie 
de l’élasticité pour un plan présentant des coupures le long des 
contours L;, supposant donnés sur les bords de celles-ci les contrain- 
tes ou les déplacements. Pour fixer les idées, limitons-nous au 
deuxième problème fondamental. Il s’agit de déterminer les fonctions 
p (z) et  (z) dans tout le plan sous les conditions 


p*()+tp''(t)+opt(t)= ft (6) +C, tEL,) (23.1) 
p(t)-Lip" ()+p = (1) +Cr ° (23.2) 


Le signe « + » signifie que la limite est prise à gauche lorsqu'on se 
meut du point a, vers le point b,, et le signe « — » qu'elle est prise 
à droite (comme au $ 2). Les fonctions f+ (t) sont supposées données 
et de classe H-L. Les constantes C, sont trouvées “au cours de la 
résolution du problème. L'égalité à zéro du vecteur résultant des 
efforts extérieurs se manifeste dans l’univocité des fonctions f* (t). 

Pour les cas particuliers où toutes les coupures sont disposées sur 
une même droite ou circonférence, de tels problèmes se résolvent 
effectivement par la méthode de conjugaison ($$ 26, 27). 

Nous allons établir l'équation intégrale singulière générale en 
développant la méthode exposée au $ 22 lors de la considération des 
problèmes pour des corps composés. 

Simplifions au préalable la position du problème en supposant que 
les fonctions f* (t) et f” (t) coïncident entre elles (en d’autres termes, 
supposant que le vecteur des contraintes varie de façon continue 
lors du passage à travers la coupure). Le passage du cas général de 
chargement au cas mentionné ne présente pas de difficulté. Il faut 
pour cela introduire dans tout le plan des fonctions complémentaires 


m : = © 
pe D LE LOLO à gu(e)=0. 


h=1 L, 
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On aboutit alors pour les nouvelles fonctions ®,(z) —®(z) et 
ds (2) =v(z)—%#,(z) aux conditions requises: 


Pa (E) + à [ps (1 + ps () = op, (8) + tp, (6) +, (8) = 
= PORTO ESRr f(t)+Cx (23.3) 


Introduisons sur les coupures Z, des fonctions auxiliaires pu (t) 
définies comme suit (l'indice « * » est omis): 


ua (4) = xp (t)— pt" (6) — pt (t)— xp (t)+tp"()—#(E). (23.4) 


La signification physique des fonctions u, (t) est claire : elles repré- 
sentent des sauts de déplacement (au facteur !/, u près). D’où l’inté- 
rêt d'inclure dans la position du problème la condition d'égalité à 
zéro de ces fonctions aux extrémités des segments. 

On s'assure par substitution immédiate que les fonctions 


m 


. 1 Un (1) 
k=1 Lh 


m ———— — 
1 un (4) + tus (4) 

Vos > 2ni (1+%) { t—:2 at 
= L}, 
vérifient identiquement la première des conditions (23.3) exprimant 
la continuité des contraintes extérieures sur les coupures. Faisant 
appel à la seconde des égalités (23.3) déterminant ces contraintes 
nous parvenons (utilisant les formules (2.9)) à une équation intégrale 
singulière 
m — — 

1 \ Uk (£) { t—t 
D {ar | Per dt+ nr | mi din 
k=1 Lh L}, 


DT { Hu (£) d + =(x+1)1f(t0)-+Cxl (t0E Lx). (23.5) 


Puisqu'il convient de rechercher la solution de cette équation 
dans la classe de fonctions bornées aux points extrémités (on peut 
montrer, en utilisant l'expression de la fonction canonique, qu'il 
découle de cette condition l'égalité à zéro de la solution, comme on 
l'a supposé dans la position du problème), l'indice de l'équation 
s'obtient égal à —m. Ceci étant, l'équation s’avère résoluble unique- 
ment quand est réalisée la condition (18.6) exprimant l’orthogonalité 
de la composante réelle du second membre à toutes les fonctions 
propres de l'équation associée. Dans le cas où les coupures sont 
disposées sur une droite (le long de l’axe réel), l’équation se simpli- 
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fie et prend une forme tout à fait élémentaire 


D + SO din (u+1)1f (+ Cal (HE Lx). (23.6) 


k=1 Lh 


On utilise souvent (cf. par exemple, L. Libatski [1], L. Libatski, 
S. Baranovitch [1] et L. Libatski, M. Bida {[1]) au lieu de l’équation 
(23.6) l’équation qui s’en obtient par différentiation par rapport à la 
variable ft, suivie de l’intervertissement de l’ordre d'intégration et 
de différentiation, ce qui conduit à une équation intégrale singulière 
par rapport aux fonctions pu, (2): 


> + | se dt—(#+1)f" (to) (toE Lx). (23.7) 


hk==1 LR 


Puisqu'on recherche dans ce cas une solution non bornée à toutes 
les extrémités, elle contiendra donc des constantes arbitraires que 
l'on peut déterminer à partir de la condition d'univocité des déplace- 
ments lors du parcours des contours L,. 

Malheureusement, l'analyse comparative des approches men- 
tionnées est inexistante dans la littérature spécialisée. Notons que 
dans les articles cités plus haut de L. Libatski et autres, ainsi que 
dans l’article de V. Kopasenko il est recommandé de représenter la 
solution ux;(t) sous la forme du produit d'une série, contenant des 
coefficients indéterminés, par un facteur adéquat, qui récèle la 
spécificité de la solution; on peut également représenter la solution 
sous la forme d’une somme dont les termes seraient les termes de la 
même série que plus haut et un terme spécial (sous la forme du facteur 
ci-dessus), avec des coefficients devant être simultanément déter- 
minés. : 

Passons à la considération du cas où le domaine occupé par le 
corps élastique est limité (de l'extérieur ou de l’intérieur) par un 
contour quelconque Z. Nous chercherons les fonctions œ (z) et 1 (2) 
sous la forme des sommes 


m n ; 
P (z) — Po (z) + D TT au \ [UPA (t) dt, (23.8) 
Rk=1 


de 
Ly 


Ur (2) + px (1) 


l— = 


= x dt, (23.9) 
R=1 : 


LR 
où p, (z) et w, (z) sont des fonctions analytiques dans le domaine 


continu D. Nous parvenons dans ce cas à un système d'équations 
singulières, différant de (23.7) uniquement par la présence du terme 
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[oo (to) + t0P0 (to) + Vo (to)l. Il faut introduire, en outre, des équa- 
tions tenant compte des conditions aux limites sur le contour fron- 
tière L. Utilisant une représentation quelconque des fonctions 
Lx (é), on peut déterminer les fonctions œ, (2) et#, (z) (pour un second 
membre conventionnellement donné) et, par passage inverse aux 
fonctions œ (z) et % (z), tirer de la condition aux limites sur les con- 
tours L, les paramètres donnés précédemment pour la représentation 
des fonctions ux (é). 

Il est naturel de s'attendre que pour une distance suffisamment 
petite entre les coupures, ainsi qu entre les coupures et le contour 
frontière, l'élaboration effective de la solution soit liée à une com- 
plication et pour la surmonter on devra faire appel à des calculs 
beaucoup plus fins (cf. S. Yaréma {[1]). Il est à espérer que la méthode 
alternée (cf. A. Linkov [1]) s’avérera efficace pour un éloignement 
suffisant des contours. 

Le procédé propose plus haut de résolution des problèmes relatifs 
aux corps (qui ne sont pas des plans complets) présentant des coupures 
consiste à les ramener à un problème relatif à un milieu continu 
(moyennant certains « rajouts »). On peut agir autrement, précisé- 
ment obtenir un problème auxiliaire pour le plan tout entier (pré- 
sentant les mêmes coupures) (cf. S. Zargarian, R. Enfiadjian [1}). 
Pour cela il convient d'introduire sur le contour extérieur une fonc- 
tion inconnue, de même qu on introduisait la fonction w (t) lors de 
l'étude des domaines biconnexes ($ 21). La forme concrète que l’on 
doit donner à cette fonction dépend de la nature des conditions aux 
limites. Après avoir construit les termes complémentaires corres- 
pondants (sous forme d’intégrales de type Cauchy) on passe au pro- 
blème pour le plan tout entier. Résolvant celui-ci d’une façon quel- 
conque on obtient pour la fonction introduite au début une équation 
intégrale de Fredholm de deuxième espèce. 

Les calculs présentés aux travaux cités se rapportent au cas où 
la coupure est éloignée de la frontière extérieure, ce qui rend impos- 
sible d'effectuer la comparaison fort souhaitable des deux approches 
analysées plus haut. 

Il est naturel de s'attendre que quand Îla distance entre les coupu- 
res et la frontière extérieure diminue, la convergence des logarithmes 
cités se détériore de même que cela avait lieu lors de la résolution des 
problèmes relatifs aux domaines biconnexes et multiplement con- 
nexes. Citons l’article de Yang Wei Hguin *[1] où cette affirmation 
est énoncée lors de la résolution d'une équation singulière analogue, 
apparaissant il est vrai au cours de l’étude d’un autre problème, 
problème de la flexion d’une plaque avec appui interne rigide. 

Remarquons que divers auteurs (cf. R. J. Hartranft, G. C. Sih 
*[2]) font appel à la méthode alternée consistant en l’examen par 
étapes des problèmes pour un corps présentant une coupure intérieure 
et pour un corps continu. 
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Envisageons les problèmes relatifs à la flexion des plaques pré- 
sentant des coupures (cf. A. Linkov, V. Merkulov [1]). Avant de 
passer à la formulation mathématique soulignons que la position de 
problèmes semblables (dans leur forme propre) se trouve en contra- 
diction avec les principes qui sont à la base de la théorie de flexion, 
puisque les problèmes de ce genre sont purement tridimensionnels. 
Ils présentent toutefois un intérêt pratique certain. 

Dans ce cas (avec l'égalité à zéro des moments de flexion et des 
forces tranchantes) nous sommes conduits à des conditions aux 
limites sur les coupures L;, analogues à (23.1), (23.2): 


xp*(t)— ip" ()— pr) =ft(t)+iDit+C, (tELr), (23.10) 
xp" (t)— {pp (#)— 1 ()=f"(#)+iDit+Cs. (23.11) 


Les fonctions f* (t) et f- (t) sont les notations des expressions extraites 
de la solution particulière de l’équation non homogène de flexion 
(cf. $ 18), D, sont des constantes réelles et C,, comme auparavant, 
des constantes complexes. Donc ce problème ne diffère du problème 
plan que par la présence des fonctions D, (t) dans le second membre. 

L'introduction d'une fonction auxiliaire (analogue à (23.4)) 
permet d'obtenir une équation intégrale singulière. Ici aussi sont 
de rigueur les conditions de nullité de la fonction auxiliaire aux 
extrémités. En outre, il importe de prendre en compte les conditions 
d’univocité des déplacements (lors du parcours de chaque coupure). 
Toutes ces conditions conduisent à un système d'équations pour les 
constantes C, et D,, dont la résolubilité découle de l’unicité de la 
solution du problème mème de flexion. 


$ 24. Equations intégrales des problèmes mixtes (de contact) 


Abordons la position du problème mixte de la théorie de l’élasti- 
cité. Supposons qu'un corps occupe un domaine fini D* délimité 
par le contour continüment différentiable L. Choisissons sur ce con- 
tour les arcs L; qui ne se coupent pas et ont leurs extrémités aux 
points a, br (k = 1,2,..., m). Le parcours est, comme auparavant, 
réalisé de telle sorte que le domaine considéré reste à gauche. Notons 
Ly (b%, an+1) (Gm+1 Se confondant avec a,) les parties restantes du 
contour; on obtient de la sorte deux systèmes d’arcs: L’ et L”. 

Le problème mixte de la théorie de l’élasticité consiste à deter- 
miner dans le domaine D* les fonctions œ (z) et Ÿ (z) pour les con- 
ditions aux limites 


p)+tp'()+p()=f(t)+Crx (EL), (24.1) 
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—xp(t)+tp(t)+p()—=f(#  (ÉEL"), (24.2) 


{ 
fi (Xn+iYids (EL), 
IR 


f(@)=2u(u+iv) (EL). 


Ici C4, est une grandeur constante prise sur chaque arc L’ qu'on 
tétermine au cours de la résolution du problème. La fonction f(t) 
dt de classe H-L sur tous les arcs du contour L. 
2s On utilise pour construire l'équation intégrale les mêmes repre- 

ntations des fonctions œ (z) et vw (z) que celles utilisées au $ 19 
se9.2) et (19.3), puis en vertu des formules (2.9) on obtient les valeurs 
({mites (de l’intérieur) des fonctions q* (t), p*” (t) et w*(f), qui, 
liortées dans les conditions aux limites (24.1), conduisent à l’équa- 
pion recherchée 


Ko = A (t9) o (to) + ne | 54 dt + À Ji (os 8) (E) dt + 
T' 1—t 
L L 


+ (Ro D @(E) dt=f(to) +C(to). (24.3) 
L 
Ici 
ki Go, Dr ri es hello D = 7 
(1—%x)/2, (1+%x)/2, C (to € L') 
{A (to), B (to); + A à PA 1. 


Les constantes C, sont déterminées de la condition de résolubilité 
de l'équation intégrale en classe h,», ce qui conduit au système 


e | (D LC(Hlortt)dt=0 (k—1,2,...,m), (24.4) 

L 
où 0 (t) est le système complet des solutions de classe h, de l’équa- 

tion associée. 
L'étude de la résolubilité de l'équation (24.3) et notamment de la 
résolubilité du système (24.4) est effectuée par G. Mandjavidze [1]. 
Proposons un procédé dont la réalisation n’exige pas la recherche 
des fonctions 0; (t). Nous chercherons une solution, bornée en m 
extrémités quelconques. L'équation s'avère dans ce cas toujours 
résoluble (l'indice étant nul) et la solution dépendra des constantes 
C3. Exigeons maintenant en outre qu'aux extrémités restantes la 
solution soit absolument bornée. Nous parviendrons à un système 
d'équations équivalent au système (24.4), donc nécessairement 

résoluble. 
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Des équations régulières sont obtenues pour le problème mixte 
quand est connue soit la fonction de Schwarz (S. Mikhline [4]), soit 
la fonction réalisant une application conforme (D. Sherman {3)). 
Dans le dernier cas la solution de l'équation se construit sous forme 
explicite si la fonction de l'application est rationnelle. 

Abordons en dernier lieu les problèmes mixtes que l’on rencontre 
dans la théorie de la flexion des lames. Bien entendu, le cas d’une 
lame encastrée sur certaines parties de la frontière et libre sur d’autres 
s'inscrit tout à fait dans la classe des problèmes mixtes envisagés 
précédemment (cf. les conditions (15.14) et (15.15)). C'est pourquoi 
nous ne considérerons que les problèmes où certains segments du 
contour seront appuyés, alors que les autres encastres ou libres (ou les 
deux simultanément). 

Le problème de la flexion d'une plaque pour des conditions aux 
limites de type mixte (combinaison d'appui, d'encastrement et de 
bords libres) dans sa forme la plus générale est étudié par A. Kalandia 
[1], qui réalise d’abord une transformation des conditions aux limites 
et, après avoir représenté les fonctions œ (z) et (z) comme (19.2) 
et (19.3), parvient à un système d'équations intégrales singulières 
pour les parties réelle et imaginaire de la fonction auxiliaire. L'auteur 
a étudié ce système (en s appuyant sur la théorie générale de N. Vekua 
[11), démontré sa résolubilité et établi le caractère du comportement 
de sa solution aux points de changement de conditions aux limites. 

Dans le cas où la plaque n'a pas de bords libres, l’auteur a réussi 
à simplifier les résultats en ramenant le système d équations singulie- 
res à un système d'équations régulières. 

Dans deux de ses articles [16, 17], D. Sherman fait l’étude de 
problèmes relatifs à la flexion d'une plaque circulaire. Il suppose 
dans le premier article, que la plaque est encastrée sur l’un des 
demi-cercles et appuyée sur l’autre, alors que dans le second article 
l'un de ses demi-cercles est libre et l’autre appuyé. Dans les deux 
cas il obtient d'emblée des équations intégrales singulières qui se 
résolvent par développement de la fonction recherchée en série. 
Les systèmes d'équations algébriques obtenus étaient entièrement 
réguliers. Si les arcs diffèrent d’un demi-cercle, il est recommandé 
d'opérer un changement de variables dans l'équation intégrale 
moyennant une transformation homographique affine. 


$ 25. Problèmes de la théorie de l’élasticité 
pour des corps délimités par des contours 
réguliers par morceaux 


Abordons la résolution des problèmes plans de la théorie de l’élas- 
ticité pour des domaines présentant des points anguleux, en d’autres 
termes pour des domaines, délimités par des contours réguliers par 
morceaux. Nous supposerons que les angles entre les tangentes sont 
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différents de zéro. Envisageons tout d’abord la question de la réso- 
lubilité des problèmes et la nature des singularités présentes dans les 
solutions. Cette question est étudiée aussi bien des positions généra- 
les de la théorie des équations elliptiques pour les domaines pré- 
sentant des points anguleux (cf. G. Eskine [1], V. Kondratiev {1}) 
que pour les prceblèmes de la théorie de l’élasticité (cf. I. Vorovitch 
[1], G. Gontcharova [1]). On a établi que ces prohlèmes sont normale- 
ment résolubles *). 

V. Kondratiev a montré dans [1] que la solution au voisinage du 
point anguleux se présente sous la forme d'une série asymptotique 
et d’une fonction indéfiniment dérivable. Les termes de cette série 
comprennent des solutions spéciales de problèmes aux limites homo- 
gènes concernant un domaine « canonique », en d’autres termes un 
coin avec le même angle d'ouverture. Ces solutions (cf. $ 17) dépen- 
dent uniquement des caractéristiques locales et de la forme des con- 
ditions aux limites, tandis que leur structure est définie indépendam- 
ment de la solution du problème aux limites. Les grandeurs des coef- 
ficients intervenant dans les termes de la série dépendent, elles, 
de la solution du problème global. 

Analvsons de près les procédés permettant de déterminer ces 
coefficients. En nous appuyant sur le travail de M. Stern *{1| 
conduisons les raisonnements sur l’exemple du problème concernant 
un corps qui présente une coupure émergeant par l’une de ses extré- 
mités sur la surface extérieure. Supposons qu'au voisinage du som- 
met on peut admettre la coupure rectiligne. En vertu de (17.13), 
les premiers termes des développements mentionnés peuvent être 
représentés sous la forme 


U, = =)" {[ «2x—1) cos & — cos +] K;— 
— [ (24 —1) sin S—3sin +] Kit} + o (r1/?), 


Uo= 7 ()" {[ —(24+ 1) sin L+sin + | K1— 


—[ (24 + 1) cos — 3cos & | Kit} +o(r!/?), 


36 


6, — 3 cos à — cos +.) Ki— (25.1) 


rer {| 


—(5 sin+ — 3 sin +) Kn}+o(r-1/?), 


*) C'est-à-dire résolubles lorsque sont réalisées certaines conditions (la con- 
dition d'équilibre d’un corps limité, par exemple). 
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1 $) 30 
O6 — GE {(3c0s 5 + cos +.) Ki— 
| . 39 = 1/2 
— (3sins+8sin À) Kn }+o(r [2), 
1 10 . 39 
RS ns Le _— 
r0 —Z nr) {(sin > )Ki+ 
+ (cos + 8 + 3c0s À —) Kn}+o(r-t” }; 
où comme toujours # — 3 — 4v en cas de déformation plane et 
= (3 — v)/(1 + v) pour un état plan de contrainte. On a effectué 
un certain regroupement des termes dans (25.1) afin de donner aux 


résultats la forme des relations adoptées en mécanique de rupture 
fragile (cf. V. Parton, E. Morozov [1]), puisque 


K:= lim(2rr)"/266e leo, Æir = lim (2nr){/2+t,6 leo. 
r—0 r+0 


Introduisons maintenant en considération les déplacements 


A 


Ü et les contraines © qui leur correspondent: 
Le rer (L + 19008 2 Boo Jet 
ae sin &-— sin + |ce}, 


: À 6 
Voir arr [ — —(2k— 1) sin À D Len [a+ 


+ ex 1) cos À — cos >| C2} : 


a 30 ) 
Oe = TA UTE [cos ++ 3c0s + Ci + (25.2) 


+ [sin À + sin z | C2} 
Se  — {3 [sin À sin 5] Ci — 


2 (2nr3)1/2 ({+k) 
— [ cos À + cos + | C2} ; 


* LL 36 
ET ETS) VENT EEE [cos © — 8 cos + ]ca+ 


+[7 sin À —sin >] C2} 


où c, et c, sont des constantes arbitraires. 
Sur la partie rectiligne de la coupure ces solutions vérifient 
des conditions aux limites homogènes (en contraintes) (pour 8 = x). 
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»« Ld 


Appliquons à présent la formule de Betti (14.15) dans sa variante 
bidimensionnelle à la solution véritable et à la solution auxiliaire 
(25.2) pour le domaine hachuré de la figure 13. Ici le contour C, 


Fig. 13. Contour auxiliaire dans le domaine présentant une coupure. 


est une circonférence de rayon €, centrée à l'extrémité de la coupure, 
et C, un contour assez arbitraire, disposé à une certaine distance 
de l'extrémité de la coupure. Nous obtenons l'égalité 


ARE | (UT, Ü —ÜT UV) 4S = (QU, —toUe—0,Ù, + 
C, 7 


+ tee) r d0— | (UT Ü —ÜTU)dS=Ic. (25.3) 
C1 


La valeur limite de l'intégrale prise sur l’arc C, se calcule sous 
forme explicite à partir des représentations (25.1) et (25.2): 


I, = C1Â 7 + CoK 7r. (25.4) 


L'intégrale du second membre de (25.3) peut être calculée dans 
le cas où la solution est connue sur ce contour. Peut être admise 
comme telle la solution qui, tout en étant approchée, est toutefois 
suffisamment proche de la solution exacte à une certaine distance 
du point anguleux (dont on parlera plus bas). 

Cette intégrale aussi est une forme linéaire par rapport aux cons- 
tantes c, et c., autrement dit Te, = c141 + C:4», où À, et À, sont 
déterminées par intégration numérique sur le contour C;. De la 
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sorte nous obtenons 
K'} —= A1 KY1 — A: (25.5) 


Le procédé dont on parle a été utilisé par M. Stern, E. B. Becker, 
R.S. Dunham * [1] pour le cas, où d’un côté du point anguleux sont 
donnés les déplacements, et de l’autre, les contraintes. 

Remarquons qu’il existe une méthode permettant de déterminer 
ces facteurs pour le cas général des problèmes aux limites elliptiques 
(V. Mazia et B. Plaménevski [1, 2]). On a obtenu pour ces facteurs 
des représentations explicites sous forme d’intégrales étendues au 
contour frontière comprenant les conditions aux limites et certaines 
solutions spéciales du problème aux limites homogène auxiliaire, 
qui dépendent uniquement de la configuration du domaine et de la 
nature des conditions aux limites. Ces solutions admettent comme 
termes dominants de leur comportement asymptotique les mêmes 
solutions (25.2) avec une singularité intégrable au point irrégulier. 
Cette méthode est particulièrement avantageuse dans le cas où 
il faut élaborer la solution pour un domaine soumis à différentes 
conditions aux limites. V. Dudnikov et N. Morozov [1] ont été 
les premiers à réaliser cette approche (N. Morozov [1] l'illustre 
de divers exemples). 

Pour réaliser les méthodes dont il est question il faut disposer 
de solutions proches des solutions recherchées en dehors de la zone 
attenant immédiate ment aux points anguleux. De telles solutions 
peuvent être cherchées par exemple pour des problèmes posés pour 
des contours réguliers et des conditions aux limites obtenues par 
prolongement continu des conditions initiales. La légitimité d'une 
telle substitution a été démontrée par S. Bélonossov [1] et S. Nazarov 
[1]. Il est montré dans le dernier travail qu’on observe dans la norme 
de l’espace W3£ une forte convergence de la solution pour un domaine 
régulier vers la solution pour le domaine présentant un point angu- 
leux. 

Notons que le problème de l'extraction directe des coefficients 
recherchés à partir de la solution trouvée pour un domaine: régulier 
a été posé par V. Parton et P. Perline {2] pour le cas d’un corps 
présentant une coupure. Dans l'exemple envisagé dans ce travail 
le plan présentant une coupure était remplacé par un plan compor- 
tant une cavité assez mince. Dans les deux problèmes les contraintes 
étaient appliquées à l'infini et c’est pourquoi la question du trans- 
fert des conditions aux limites se résolvait automatiquement puisque 
le contour n'était pas sollicité par des charges extérieures. Le dia- 
gramme des contraintes sur le prolongement de la coupure, construit 
d’après la solution auxiliaire, permettait de déterminer la valeur 
du coefficient À au moyen d’un raccordement régulier de la solution 
numérique avec la solution asymptotique connue. Le cas général 
d’une telle position est étudié dans l’article [1] de S. Nazarov. Les 
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coefficients intervenant dans les solutions asymptotiques sont trouvés 
indépendamment pour chacune des composantes des contraintes ; 
toutefois, il doit avoir lieu entre eux certaines relations découlant 
de (8.31) ou de (8.33). 

Abordons maïntenant la question concernant la résolution directe, 
à l'aide des équations intégrales, des problèmes de l’élasticité pour 
les domaines présentant des points anguleux. Rappelons que L. Mag- 
naradze [1, 2] a développé pour les problèmes plans de l'élasticité 
l'approche de J. Radon * [1], proposée pour la résolution des problè- 
mes harmoniques. Dans les équations intégrales (il s’agit concrète- 
ment de la généralisation des équations de Muskhelishvili) envisa- 
gées dans ces travaux, les intégrales sont comprises au sens de Stiltjes. 
Il est établi que les équations interprétées de la sorte restent comme 
auparavant résolubles. 

S. Bélonossov [1] établit les équations intégrales en réalisant 
au préalable une application conforme du domaine initial sur le 
demi-plan et appliquant la transformation de Laplace aux potentiels 
complexes. Les équations intégrales obtenues s'avèrent des équations 
intégrales de Fredholm lorsque le domaine est délimité par un con- 
tour régulier. Quand le contour est régulier par morceaux, elles ap- 
partiennent à la classe des équations à noyaux de Carleman. L'auteur 
a pu démontrer la résolubilité des équations obtenues. De nombreux 
exemples numériques sont présentés dans ce travail. 

Notons que l’utilisation de telles ou telles représentations inté- 
grales, par exemple des représentations (19.2) ou (19.3) pour un 
potentiel complexe, aurait conduit dans le cas de contours non régu- 
liers aux équations intégrales de Sherman-Lauricella (19.5) en tous 
les points réguliers du contour, mais avec un autre facteur du terme 
hors intégrale aux points anguleux. 

Si on étend formellement (sans justification mathématique ri- 
goureuse) les schémas de calcul, valables pour le cas des contours 
réguliers, au cas des contours non réguliers, tout en exigeant la véri- 
fication des équations -en tous les points sauf anguleux (ce qu’on 
obtient par discrétisation appropriée du contour et en considérant 
les points anguleux comme doubles), la question concernant la dé- 
termination de ces facteurs ne se pose plus. Comme ont montré les 
calculs concrets (un des exemples est donné au $ 20), avec une discré- 
tisation appropriée au voisinage du point anguleux on peut obtenir 
des résultats satisfaisants. Plus en détail cette question est considé- 
rée au $ 37. $ 

M. R. Barone et A. R. Robinson * [1] appliquent un procédé 
combiné original d'élaboration de l'équation intégrale. Plus précisé- 
ment, deux équations sont utilisées (pour divers points). L’une est 
obtenue de la formule de Betti, en choisissant comme fonction véri- 
fiant l'équation de Lamé la solution pour une force concentrée 
(cf. $ 29). L’autre équation est posée de la même façon, mais seule- 
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ment à l’aide d’une fonction propre pour l’angle adéquat. Dans 
les deux équations les grandeurs recherchées sont les déplacements (il 
s’agit du deuxième problème fondamental). La première équation est 
valable dans tous les points sauf au voisinage des points anguleux, la 
seconde dans les domaines restants. 

Dans l'ouvrage de Yu. Chaliukhine [1] est proposée la méthode 
de résolution de l'équation de Muskhelishvili spécialement pour le 
cas où le contour frontière est polygonal. Sur chacun des segments 
l’auteur donne la fonction œ (t) sous forme de polynôme, ce qui per- 
met d'obtenir sous forme explicite les expressions de tous les termes 
intégraux de l'équation et, par conséquent, de passer à un système 
d'équations algébriques, tout en exigeant que les premier et second 
membres coïncident en un nombre correspondant de points inte- 
rieurs. Les calculs effectués ont montré que l'algorithme est stable. 


$ 26. Méthode de conjugaison 


Les résultats énoncés précédemment montrent que pratiquement 
dans tous les cas les problèmes fondamentaux concernant des corps 
présentant des coupures, ainsi que les problèmes mixtes peuvent 
être ramenés à des équations intégrales singulières. Pour la résolu- 
tion de ces dernières on a parfois recours au problème aux limites de 
Riemann. 

I1 est intéressant de considérer un procédé permettant de rame- 
ner directement les problèmes des classes mentionnées (dans certains 
cas particuliers) au problème aux limites de Riemann. Cette méthode 
est connue dans la littérature sous le nom de méthode de conjugaison. 
Soit D* le demi-plan supérieur, D- le demi-plan inférieur. Soit 
D* une fonction analytique © (z); déterminons dans D- la fonction 
O (2): | 


D(z)=O(2) (:ED*). (26.1) 


Nous aurons besoin pour la suite de quelques relations existant entre 
les valeurs limites des fonctions © (z) et ®(z) (2—t, z € D*, 
zE D”): 


D-(t)=®D*(t), D(t) = D*(t). (26.2) 


Il découle de ces relations que si, en particulier, Im ®+ (ft) = 0 
sur une portion quelconque de l’axe réel, le prolongement de la fonc- 
tion par conjugaison est analytique. 

Considérons le problème de la théorie de l’élasticité pour le 
demi-plan D-. Supposons valables pour les fonctions ® (z) et Y (2) 
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les représentations suivantes *): 
D(=—-2L+ro(+ È Fa=riro(s), 
(26.3) 


où *À et Ÿ sont les projections du vecteur résultant sur les axes 
x et y. Prolongeons les fonctions ® (z) et W (z) par conjugaison dans 
le demi-plan D* supérieur, autrement dit introduisons en considé- 
ration les fonctions ® (z) et Ÿ (z). Déterminons dans le domaine D+ 
la fonction ©, (2): 


D,(z) = —D(z) — 2D'(z) — W(z) (2€ D*. (26.4) 
En portant dans cette même formule le point 2(2€ D-)et pre- 


nant la conjuguée des deux membres, nous obtenons. compte tenu 
de (26.1), une nouvelle représentation : 


D, (2) = —® (z) — 2D° (2) — Y (2). (26.5) 

La relation (26.5) permet d'exprimer la fonction Y (z) par deux 
fonctions © (z) et O, (2), dont la première est analytique dans le 
domaine D”, et la seconde, dans le domaine D*. Par conséquent, 
l'état déformé de contrainte dans le domaine D- peut être repré- 
senté par deux fonctions (avec différents domaines d'analyticité). 
Ecrivons l° expression de la combinaison des contraintes 6, — it,y 


qu'on obtient à partir des formules (15.9) en remplaçant la fonction 
W (z) par O (z) et D, (z) conformément à (26.5): 


Oy— try = D (z)+(2— 2) D’ (2) — D: (2). (26.6) 


Supposons que la fonction ® (z) admet en presque tous les points 
de l’axe réel les valeurs limites ®- (t), à l'exception de quelques 


points, auxquels néanmoins on a . yOD” (2) = 0. Réalisant 


le passage à la limite dans la formule (26. 6) vers les points de l'axe 
réel et omettant l'indice (dorénavant inutile) de la fonction ®, (z) **), 
nous aboutissons au problème aux limites de Riemann 


D- (t) — D+(t) = 0, — itsy = f (t), (26.7) 


où f (t) est une fonction donnée. 
Ainsi donc, la solution du deuxième problème fondamental pour 
le demi-plan (si (26.3) a lieu) se représente d'emblée par une inté- 


*) Voir leS$ 45 et en particulier les restrictions imposées au comportement 
des contraintes à l'infini. 
*+) Les fonctions ®(:) et ®.(2) sont considérées par la suite comme les valeurs 
Sn LL dans D-et D+ d'une même fonction, analytique par morceaux, 
notce O(:) 


13* 
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grale de type Cauchy 
O(:)= 2 | 10 gg. (26.8) 


Passons à la considération du premier problème fondamental. 
Différentions la condition aux limites pour les déplacements (15.5) 
dans le sens de l'axe z: 


KO (2)—D(z)—2D'(z2)—W(z)—=2Qu(u'+iv’)=f(t). (26.9) 
Puis, ayant encore recours à la représentation (26.5), nous obtenons 
2u (u' Liv") = xD (z)+(z2— 2) D'(z)+OD, (2). (26.10) 


Réalisant le passage à la limite vers les points de l’axe réel nous abou- 
tissons au problème aux limites de Riemann: 


xD- (#) + D+ (1) = f (t). (26.11) 


La solution du problème aux limites (26.11) est trouvée sous forme 
explicite. Pour cela il convient de passer à une fonction auxiliaire 
$2 (2), analytique par morceaux, qu'on définit de la façon suivante: 


Q()=D(:) (y>0), Q()=—xD(:) (y<oO). 
Dans ce cas la fonction Q (z) est tirée du problème aux limites: 
Q*+ (4) — QT () = f (0) 


dont la solution se représente également sous la forme (26.8). 

Une combinaison des conditions (26.7) et (26.11) permet d'’obte- 
nir le problème aux limites dans le cas d’un problème mixte de la 
théorie de l’élasticité. Il est clair que dans ce cas les coefficients 
seront discontinus. Les questions relatives à l’application de cette 
méthode pour la résolution des problèmes de contact sont considérées 
par N. Muskhelishvili [3], qui étudie également divers cas de condi- 
tions aux limites (étampes lisses, présence de frottement entre l’étam- 
pe et le corps déformé), ainsi que le cas de déformation simultanée 
de deux demi-plans élastiques avec différents coefficients x et pu. 

Passons au problème de l’élasticité pour un plan présentant des 
coupures rectilignes L = L, + L, +... + L,, disposées sur une 
même droite qu’on suppose être l’axe réel. Les fonctions © (2) 
et W (:), analytiques dans tout le plan, excepté les coupures, se 
représentent par 


, XL ir — xH(X—iY) 1 
O (:) = Eu +0 (+ ), Y(:) = Dn (Lx) = L+0(+ —); 
(26.12) 


X et Y ayant la même signification que dans (26.3) (par souci de 
simplicité on admet les contraintes nulles à l'infini). 
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__ Définissons sur tout le plan, excepté les coupures, les fonctions 
O (z) et Y (z) et introduisons une nouvelle fonction, Q (z), posant 
Q (z) = ® (2) + z®’ (2) + Y (2). (26.13) 


La fonction @ (z) sera analytique sur tout le plan excepté les coupu- 
res. La combinaison des contraintes ©, — it,, exprimée au moyen 
de ® (z) et Q (z) s'écrit 


Oy — itey = D(z)+(z—2)D'(2) + Q (2). (26.14) 
Réalisant dans (26.14) le passage à la limite vers les points des 
coupures (du côté du demi-plan supérieur et du demi-plan inférieur) 
nous sommes conduits au problème aux limites de Riemann pour 


O (z) et Q (2): 
D'H+Q =p(t), (4) +Q+(4t) = g(). (26.15) 
Les fonctions p (t) et g (ft) sont supposées données. Pour établir le 


système (26.15) on pose comme auparavant que Rs yD” (z) = 0. 


Le système (26.15) se ramène à deux problèmes ue limites de 
Riemann pour les fonctions © (z) + Q (z) et © (:) — Q (2): 


[D + QÏ+ + [D + Q]- = p (4) + q (t). (26.16) 
[D — Q1* — [D — QI = p (4) — q(t). (26.17) 


Les problèmes (26.16) et (26.17) se résolvent de façon élémentaire. 
Remarquons, par ailleurs, que pratiquement tous les résultats, 
obtenus pour le cas d’un demi-plan ou d’un plan présentant des 
coupures rectilignes, s'étendent au cas de l’intérieur ou de l'exté- 
rieur d’un cercle, ainsi qu’au cas d’un plan présentant des coupures, 
at le long d'’arcs d’une même circonférence (cf. I. Kartsivad- 
ze [1)). 

Citons l’article de I. Prousov [1] consacré au problème d'un plan 
constitué de deux demi-plans soudés entre eux, qui admettent des 
constantes différentes et comportent des trous arbitraires, disposés 
strictement à l’intérieur de chaque domaine. Moyennant la méthode 
de conjugaison l’auteur ramène le problème à un problème auxiliaire 
pour le domaine global. 


$ 27. Méthode de conjugaison (suite) 


Considérons quelques questions spécifiques relatives à un pro- 
blème plan pour lequel la méthode de conjugaison s'est avérée 
efficace. 

Soit un plan élastique illimité affaibli par un système double- 
ment périodique de coupures, parallèles à l'axe réel (cf. V. Parton {2} 
et B. Koudriavtsev, V. Parton [2]). Dans la classe des problèmes 
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doublement périodiques de l’élasticité on a surtout étudié les pro- 
blèmes concernant l'équilibre des plaques et des enveloppes compor- 
tant des trous circulaires ou elliptiques (plaques et enveloppes per- 
forées). Mais pour les applications (en mécanique de rupture par 
exemple) ce sont les problèmes analogues pour des coupures rectili- 
gues ou en forme d'’arcs (cf. V. Parton [1]), qui présentent de l'intérêt. 
Supposons que le parallélogramme de périodes ait la forme d'un 


Fig. 14. Demi-plan présentant un système de coupures doublement périodique. 


losange et que les périodes w, et w, soient des conjugués complexes. 
À l'intérieur du parallélogramme de périodes deux coupures Z, et L, 
de même longueur sont disposées suivant la diagonale, symétri- 
quement par rapport au centre du losange (fig. 14). Soient a;, b;, 
a>, b: les coordonnées des extrémités de ces coupures: 


do —= O1 + Oo — b:, b, —= OO + Oo — 1: (27.1) 
O1 = a — ib, @2 = a + ib. 


Nous supposerons donnée sur les bords des coupures la charge nor- 
male p (t) et les contraintes tangentielles nulles, en vertu de quoi 
l’état de contrainte du plan sera symétrique par rapport aux axes x, y. 

Conformément à l’approche générale de la résolution des problè- 
mes élastiques dans le cas d’un plan présentant des coupures par 
la méthode de conjugaison ($ 26), il convient de déterminer deux 
fonctions analytiques, ® (z) et S (z), vérifiant certaines conditions 
complémentaires qui assurent le caractère doublement périodique 
de l’état de contrainte. Il découle des conditions de la double pério- 
dicité des composantes des contraintes que © (z) est une fonction 
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doublement périodique et que Q (z) doit satisfaire aux conditions 
Q (2+ &5) —Q (2) = (w1 — w1) D’ (2), 
Q (24 &2) —Q (2) = (we — W?) D” (2). 


I] découle d'autre part des conditions de la symétrie réflexion-miroir 
par rapport aux axes x, y que 


D(z)=O(z), Q(z)=Q (2), 
D(z)—OD(—:), Q(z)—Q(— 2). 

En vertu de (26.16) et (26.17) nous obtenons 
[D (#) + Q (6)}+ + [D (4) + Q (#)]7 = 2p(t) sur L, (27.4) 
[D (t) — Q (#)1* — [D (4) — Q (#)]7 = 0 sur L. (27.5) 
Ici L est la droite des sauts dans le parallélogramme de périodes, 

constituée des segments L, et L, de l'axe réel. 

Utilisons pour la résolution des problèmes aux limites (27.4) 
et (27.5) la représentation des fonctions doublement périodiques 
sous forme d'intégrales de type Cauchy avec un noyau doublement 


périodique (cf. L. Tchibrikova [1]). Considérons la fonction paire 
doublement périodique 


_ 4 ([p’(@)f( dt = (: 
FO) 06e (27.6) 


(27.3) 


En tenant compte des relations connues pour les fonctions de 
Weierstrass (cf. A. Zhuravski [1]), on peut montrer que les valeurs 
limites de l'intégrale (27.6), lorsque le point z tend vers le contour L 


de gauche et de droite, sont liées par des égalités analogues aux for- 
mules (2.9): 


F+(r)—E (r)=f(r), 


+ - p’ (4) F() dt 
EU AE ETCE 


(27.7) 


Juste de la même façon on peut établir que pour la fonction impaire 
doublement périodique 


d , 
ACER O [60 (27.6") 


sont vraies les relations 
1(T)— Fi (Tr) = fi (r), 


+ - 1 d ner 
Fi) +Fi()= xp" (T) | HET 
L 


(27.7°) 
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très utiles pour les applications. Nous rechercherons les fonctions 
O (z) et (2 (z) sous la forme 


__ 1 (f()p"(t)dt = 
POS Zn ) 6660 (27.8) 


Q (2) =D (2) + | f(O k(z, t) dt. (27.9) 
L 


Ici 
ka D=G—Hpe—D—tG—D—(G+HpG+D+ 
+ CG+D—-p(—-t)  +p, (+ t) — 28 (1), 


où la fonction p, (z) est définie par la formule (20.3). Les fonctions 
p, (z) et p (z) vérifient les relations 


P1 (2 + @1) — p1 (2) = op (2) + y, 
P1 (2 + @e) — P1 (2) = Wa? (z) + Ye 


(cf. E. Grigoliuk et L. Filchtinski [1]). En tenant compte de ces 
relations, il est facile d'établir que pour la fonction # (z, t) = 
— k (—z, t) on a les égalités: 


k(z+o, t)=k(z, t)+ (©: — 0) p' Core 


- NE p" (4) 
k (2+ @, €) = k (2, t) + (we — w2) p OT Perte EE 
Donc, les conditions (27.4) et (27.5) auxquelles doit satisfaire la 
fonction (2 (z) sont remplies. Il est aisé de voir que la fonction k (z, t) 
ne possède pas de singularités aux points z = t, donc l'intégrale 
présente dans (27.9) peut être prolongée par continuité à travers 
le contour Z. 

En portant (27.8) et (27.9) dans (27.4) et (27.5) nous nous assurons 
que la condition (27.5) est vérifiée identiquement et que l'égalité 
(27.4) prend la forme 

D'(H+D (H=p()— | f(x) A(, dt surL. (27.10) 
L 


27i 


Supposant connu le second membre de (27.10), nous rechercherons 
la solution du problème aux limites (27.10) dans la classe des fonc- 
tions paires doublement périodiques. 

Considérons, en nous appuyant sur l’article de L. Tchibrikova 
[1], la fonction canonique du problème aux limites homogène (27.10) : 


O (:— 4) 0 (:— A2) 
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où o (u) est la fonction sigma de Weierstrass, À, et À, des constantes 
réelles, n’appartenant pas à Z et vérifiant la relation À, + 4: — 
— @, + w2. Il est aisé de voir que À, (2) est une fonction elliptique 
paire, qui admet dans le parallélogramme de périodes deux zéros 
simples aux points À, et 4. Pour les valeurs limites de X, (z) 
sur le contour L, on a l'égalité XŸ (4) + X:5 (t) = 0. 

Transformons l'expression de À, (z) en tenant compte de (27.1) 
et des formules suivantes (cf. A. Zhuravski [1]): 


a (u+<) 


O(u+v) o(u—v) 


SEE O(u+a)= — 6 (u), 


Fa Uu+— e 
cute) = —e "lou, 8-2 (%), 8-2(%). 
Nous obtenons 
x, (= o2(4,)e1/2 (Ai-ai-b:) (61+86:) {pe (41) — 0 (2)] 
0 7 o(a)o(b) V TP (a) —P G)] lp Én)—?pQ)] | 


Posant À, = 0 et laissant de côté le facteur constant, on peut ad- 
mettre que la fonction canonique du problème aux limites homogène 
(27.10) est de la forme 


X (2) = {fe (@:) — p (2) Lo (1) —p (237? - 
Les valeurs de ZX (z) sur le bord supérieur de la coupure seront : 
X+(2)=i{lp(a)—p(z)llp(2)—p Ga}  poura<z<b,, 
X* (2) = — i {lp (a) —p (2)1lp (&)—p ()]}7” pour a <z<b. 


A l’aide de la fonction canonique X (z) nous trouvons la solution 
générale du problème homogène (27.10) pour la fonction paire double- 
ment périodique ®, (z), qui vérifie la condition 


D, (z) = ®, (2) (27.3") 
et n’admet pas de pôles à l’intérieur du parallélogramme de périodes 
présentant la coupure Z. Cette solution sera: 

D (2) = À (2) IB + Bip ()]. (27.11) 
Ici B et B, sont des constantes arbitraires. En vertu de la condi- 
tion (27.3”) et de l'égalité p (z) = p (2), les constantes f et B, sont 
des grandeurs réelles. 


A l’aide de la fonction canonique À (z) nous obtenons (conformé- 
ment au $ 6) la condition aux limites découlant de (27.10): 


D+(E) __ DT _ PE 1 
SLTOVARS IT MoN TC NET TRS CUT en AOL t)dt. (27.12) 
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En vertu des formules (27.6) et (27.7) nous obtenons la solution 
du problème aux limites (27.12): 


D (:) = 0, (2) — 


Le. p' (t) 1 - 
Lx) [rovuailer | fo (t, r) dx | dt. (27.13) 


Ici 


_ 1 p(t)p”(t) dt PR | = 
Dy(z)= 5 À (2) [rGPO-rent 2 D), (27.14) 


€et dans le cas d'une charge constante appliquée aux bords de la 
coupure! 


D, (2)= 5 [p(as)+p(b)—2p(21X(2)+7 Do(z). (27.15) 


D'après les expressions (27.6) à (27.8), les valeurs limites de © (2) 
adoptées à gauche et à droite de ZL vérifient la relation D+ (ft) — 


— O=(t) = f(t), d'où, en y portant les valeurs limites (27.13), 
on tire 


flu)= {04 (u) —®, (u)] + 
p" - 
+1 x a) | Four L | f(r)k(t, r)dr|dt. (27.16) 


Dans le dernier terme du second membre, on peut, étant donné la 
continuité de Æ (4, t), intervertir l’ordre d'intégration. Ceci nous 
conduit à une équation de Fredholm pour déterminer la fonction f (t): 


f(&u)=1Oi(u)—@; (u)1+ | f(T)A(, Dar. (27.47) 
L 
Ici 
1 k(t, T)p’ (t) dt 
Ka, 9e pe À | ppt: 


Compte tenu des relations (27.8), (27.9) déterminons les compo- 
santes des contraintes sur l’axe réel: 


(Gy— itay)v=o = 20 (2) +57 | FE) k(E, 1) de. 
L 


Pour trouver les constantes $ et B,, considérons le vecteur résultant 
de toutes les forces appliquées le long d’un certain arc AB réunissant 
deux points congruents, qui s'écrit (q’ (z) = ® (z), w” (z) = 2 (z)): 


XHIY = —ig (18 — ile (2)+(2—2) D (7) +0 (2)13. 
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Si la charge extérieure sur chacune des coupures est auto-équilibrée, 
le vecteur résultant de toutes les forces suivant l’arc AB est nul, 
autrement dit 
g(2+o)—g(z) — 
= p(z+ ao) —@(2) +w(z+ 03) —o (7) +(o —w,)D(z)=0, 
8(2+@2) — 8 (2) = 
= p(2+ 02) — (2) + & (2+ 02) — © (2) + (02 — ©) O (z)=0. 
La fonction ® (z) étant paire et doublement périodique, on a alors 
pour la fonction œ(z) les relations @ (2 + &,) — ® (z) = «, 
p (2 + w2) — p(z) = ce. Ici «, = 2 (w1/2), c, = 2p (w2/2). D'une 


manière analogue, pour la fonction « (z) nous tirons des égalités 
(27.2) les conditions suivantes: 


© (2+ @;) — © (2) = (0, —@) D (2) + di, 
© (2+ @2) — © (2) = (w2 — ©) D (2) + de, 
d=20(%)—(&—0)0(S%), 


d=20(%)+(—0)0(%). 


Le vecteur résultant de toutes les forces suivant l’arc AB étant nul 
par hypothèse, on obtient, compte tenu des relations présentées, 
C + d = 0, c; + d, = 0. Substituant les valeurs des constantes 
C1» Co, dy et de, on trouve 


(A) (A) { oO 
p(æ)+o(s)-+(@-0)0(<)=0, 
w Oo * 1 ra) 
p(S)+o(S)+z aie) © ($)=0. 
Par conséquent, les constantes B et B, doivent être choisies de manière 
à ce que ces égalités soient vérifiées. 
Indiquons une manière quelque peu différente de résoudre les 


problèmes aux limites (27.4) et (27.5). Nous chercherons les fonctions 
® (z) et Q (z) sous la forme 


D)=D(+T ©,(4, (27.18) 
Q (2) = D, (2) + 


+2 {0 () ++ | (Of: (#)—@5-1 (01 E(z, t)dt}, (27.19) 


j=1 L 
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où ®; (j = 0, 1, 2, . . .) sont des fonctions paires doublement pério- 
diques. De toute évidence, les conditions (27.4) et (27.5) seront 
remplies si les ®; (j = 0, 1, 2, ...) vérifient sur le contour L 
les relations suivantes: 

0()+O(t)=p(t) (EL), (27.20) 
D} (4) + O5 (1) — 


_ + | (Om: (T)— O5: (x)l(E, t)dr (j—=1,2,...). (27.21) 


L 

Nous avons donc une suite de problèmes aux limites pour les 
fonctions paires doublement périodiques ®; (2). Tirant les fonctions 
D; (2) G = 0, 1, 2, ...) de (27.20) et (27.21) nous obtenons dans 
le cas de charges constantes sur toute la longueur de la coupure: 


Do(z)= 
p L p'T({) dt | a = 
= 6) | rGu=rer +7 2 GIBO+ BP (2) (27.22) 


L 


_ _. L p” (4) 
D; (z) = 2ni À (2) Î X*(t) [p ()—p (2)] F 


x {SE | IDR: (T)— O1 (r)]E(e, ) dr}dt+ 
L 


++ X (2) BP +Bp(2)] (j=1,2,...). (27.23) 


Les conditions d'égalité à zéro du vecteur résultant de toutes les 
forces s’écrivent : 


po(<)+o8(%)=0, p(%%)+ui(S)—0, (27.2) 
py($)+of(S)= (00) 0,,(%), | 
p($)+0(%)= 7 (0-0) 0,,(%) (G=1, 2, ...). 
. (27.25) 
C1 


p)= | @,(G)du (=0,1,2,...), 
0 
@ÿ (z) = Po (2), of (2)= | ©, (21) 42, (j=1,2,...), (27.26) 
0 


Q,()= 0, (+ | 1O$-1()— 5-1 (6) (2, à) dt. 
L 
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Les relations (27.24) à (27.26) permettent de déterminer successive- 
ment les constantes 6(9, B(, BO) et BA. 

Les résultats numériques proviennent de la solution approchée 
du problème, en ne gardant que les premiers termes dans les dévelop- 
pements (27.18) et (27.19). Les contraintes normales sur l’axe réel 
pour zx << a, sont dans ce cas: 


Oylu=o & 20 (x) — 
ps ee 2p (x) —p (a1) —p (bi) . 
2 V nds (2) —p (@1)] {p (z)—P (@1)] 
BOTH Bip (9) . (27.27) 


TT VP@—PUIIIPG)—P@)] 
On tire des conditions (27.24) 


PL (SE) T4 L {pte +0 61428071, (2) + 
+Bi"1,(<)=0, (27.28) 
PL (+) ]+ te (@)+061+ 
+2, (2e) +807, (Se) =0. 


Ici 
1/201 


D(<)=L+in= | X(44, 
0 
L(—< 
I(&)=1—ir, (<)=n ir. 


Les valeurs des constantes fi et f{9 sont obtenues des équations 
(27.28) : 


1/20: 


J=n+in= | p(z) X (2) dz, 
0 


1 bI; 
pin, = plp(a)+e (b)]++ 5 P RE 
. 4 bIs+ er: (27.29) 
LRNE BP TRE + 
Ici a = À (oi + x), b — + (@e— oi). En accord avec (27.27) nous 


trouvons la valeur abotochée du fcoefficient de l'intensité des 
contraintes au point &@;: 


K};=— Eu [V 2x (aix) o,(x, 0) Ixcal & 


sy x plp@)—p@—280—28%P(&), (27.30) 
V —p" (as) [e (as) — P 
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L'application de la condition de rupture d’Irwin (K; = K7e, Kre 
est le coefficient critique de l'intensité des contraintes) permet de 
trouver le lien entre la longueur de la fissure et les charges appliquées. 


Fir. 15. Demi-plan présentant un système de coupures doublement périodique 
orsque b, = aa. 


Les calculs réalisés avec la formule (27.30) ont été conduits pour le 
cas où b, = a, (le parallélogramme de périodes ne présente qu’une 
seule coupure; cf. fig. 15). La variation! de la grandeur p* — 


— p V2na/K,. en fonction de la longueur relative de la coupure 


6,0 


40 


L/a 


Fig. 16. Contrainte critique p* en fonction de la longueur de la fissure ({/a) pour 
différentes valeurs de b/a. 


l/a pour différentes valeurs de b/a est représentée sur la figure 16. 
La solution examinée nous incite à penser que pour certaines valeurs 
du rapport b/a le développement du système de fissures peut se 
stabiliser (il se produit leur consolidation réciproque) (cf. V. Par- 
ton [1], V. Parton, E. Morozov {1]). 


CHAPITRE VI 


ÉQUATIONS INTÉGRALES DES PROBLÈMES 
FONDAMENTAUX SPATIAUX DE LA THÉORIE 
DE L'ÉLASTICITÉ 


$ 28. Potentiels élastiques généralisés 


Exposons la théorie des potentiels élastiques généralisés en nous 
appuyant principalement sur la théorie classique des potentiels har- 
moniques. 

Considérons l’espace rempli d’un milieu élastique dont les constan- 
tes de Lamé sont À et u. Supposons que le point g (y;, Yo, ya) est 
sollicité par la force œ [p, (g), m2 (g), @3 (g)l. Dans ce cas, comme 
on a mentionné au $ 14, les déplacements au point arbitraire 
P (&i, Te, 3) s'expriment sous forme du produit de la matrice de 
Kelvin-Somigliana T (p, g) par le vecteur œ (g): 


U (p) = T'(p, 9) œ (a). (25.1) 


Fixons au point p un certain plan en donnant la direction de sa 
normale # (n,, ñ2, n3). Le vecteur des contraintes dans ce plan, 
correspondant au champ des déplacements (28.1), se représente alors 
comme le résultat de l'application de l'opérateur Te, (14.7) 
sur le déplacement (28.1). On a montré au $ 14 que l’expression 
définitive du vecteur des contraintes se représente sous forme du 
produit de la matrice F, (p, q) (14.22) par le vecteur œ (g). Explici- 
tons les éléments de la matrice F, (p, q): 


Tic (Ps 9) = — [ m6, ; + 3n Em En | x 
3 
Ÿ (zr—yr) nr (p) 


= —! (x — 
mm, Cp) En, (p) EM]. (28.2) 


Supposons que sur une certaine surface fermée de Liapounov *) 
S sont données les forces œ (g), tout en admettant d'autre part que 


*) Une surface est dite surface de Liapounor si elle est soumise aux conditions 
suivantes : 1) il existe en chaque point de la surface S une normale (un plan tan- 
gent}; 2) il existe un nombre d > 0 tel que les droites, parallèles à la normale 
en un point q quelconque de la surface S. coupent au plus une fois la partie 
S, de la surface S située à l’intérieur d’une sphère de rayon 4 centrée en 4: 


3) l'angle y (g, 9’) = (n4, ñ4°) formé par les normales aux points get q” véri- 


fie l'équation suivante: y (g. q') << Ar°, où r est la distance entre les points gq 
et g’, À et Ô des constantes et 0 < Ô< 1. 
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la fonction œ (g) est de classe H-L. Les déplacements globaux dans 
tout l’espace sont alors représentables sous forme de l'intégrale 


U(p)= | T'(p, 9) pa) 48, (28.3) 
S 


qu'on appelle potentieljélastique généralisé de couche simple. Il est 
évident que le potentiel (28.3) vérifie les équations de Lamé aussi 
bien dans le domaine D*, que dans le domaine D-. On peut parler 
des valeurs limites du potentiel de couche simple aussi bien à l’inte- 
rieur de la surface (du domaine D*) qu à l'extérieur (du domaine D) 
et également de la valeur dite directe, obtenue par substitution directe 
dans l'expression sous le signe somme des points de la surface S. 
Toutefois, moyennant les estimations appliquées pour des études 
analogues en théorie du potentiel harmonique de couche simple, on 
peut montrer que toutes ces trois valeurs coïncident entre elles (cf. 
par exemple L. Srétenski [1]). Par conséquent, Le potentiel élastique 
généralisé de couche simple représente de lui-même une fonction vecteur, 
continue dans tout l’espace. 

Supposons maintenant qu avec chaque point p, situé dans une 
couche suffisamment mince englobant la surface S$, est lié de façon 
univoque un point qg’ de la surface S$ de telle sorte que la normale à la 
surface menée au point g’ passe par ce point. Cela permet de définir 
de façon appropriée en tous les points intérieurs aux domaines 
D* et D- de cette couche la valeur du vecteur des contraintes. Ce 
vecteur se représente par l'intégrale 


TV (P)= | Li(p, 9) ® (5) dS a (28.4) 
S 


ñn (q') est la direction de la normale à la surface S menée au point q° 
correspondant au point p dans le sens indiqué plus haut. 

Utilisons la matrice}l1 (p, q) (14.28) pour la recherche du poten- 
tiel élastique généralisé, dit potentiel de couche double de première 
espèce. Ce potentiel se représente par l'intégrale 


Wi(p)= | l'1(p, 9) g (9) 83. (28.5) 
S 


De même que le potentiel de couche simple, ce potentiel représente, 
à l'extérieur et à l'intérieur de la surface, une fonction qui vérifie 
les équations de Lamé. 

Remarquons qu'on peut attribuer à la matrice FI (p, g) une si- 
gnification physique. Le produit de cette matrice par un certain 
vecteur @ (g) représente le déplacement de l’espace tout entier, engen- 


dré par le moment concentré  (q) sollicitant au point g le plan de 
anormale x. 
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La valeur directe du potentiel de couche double WI (p) n'a 
de sens que comme valeur principale (cf. $ 7), puisque le dernier 
terme dans (28.2) — les éléments w;; — admet un pôle de second 
ordre. 

Pour étudier les valeurs limites de déplacements représentables 
par le potentiel élastique généralisé de couche double de première 
espèce il faut tout d’abord considérer le cas élémentaire où la densite 
est constante. Désignons-la par , et faisons appel à la formule (14.27) 
en supposant que le vecteur q, représente le déplacement de tout 
le corps et le point p est situé dans le domaine D*, Le premier terme 
du second membre de l'égalité s’annule, de sorte que nous obtenons 
l'expression 


290= — | l'1(p, 9) Po dSa- (28.6) 
8 


Si par contre le point p est pris dans le domaine D-, nous sommes 
conduits à l'égalité 


| T?(P, g) Po dS a = 0. (28.7) 
8 


Passons au calcul de la valeur directe (singulière) du potentiel 
de couche double, quand le point p est situé sur la surface S. Entou- 
rons ce point d'une sphère ©, de petit rayon &e et notons 0% et 6% 
les parties de sa surface disposées dans les domaines D* et D- res- 
pectivement. Notons S? la partie de la surface S qui est en dehors 
de la sphère ©. 

J1 découle de ce qui précède, que l'intégrale étendue à la surface 
S$ + ox est égale à —2p,, alors que celle étendue à la surface 
S? + of est égale à zéro. En raison de la symétrie nous concluons 
qu’à la limite, quand le rayon & tend vers zéro, les intégrales prises 
sur 0% et 6; deviennent égales (au signe près). Par conséquent l’inté- 
grale prise sur la surface S% vaut à la limite —®,: 


Î TL (p, q)PodSo= —Po (PE S). (28.8) 


Rappelons que précisément de la sorte a été déterminée la valeur 
singulière de l'intégrale au $ 7. Ce résultat représente le théorème 
de Gauss (sous forme généralisée). 

On rencontre parfois en littérature les formules (28.6) à (28.8) 
écrites conventionnellement sous une autre forme (E est la matrice 
unité) : 


ÎTI(P, a) dSe=—2E (pED*), (Tip, gdSe=0 (pED), 
S 8 


[rit g)dS3=—E (pES). 
S 
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Dans ce cas les intégrales sont interprétées comme intégrales de 
chaque élément de la matrice. Les résultats obtenus permettent 
d'établir les théorèmes limites pour le potentiel de couche double 
de première espèce. Transformons l'expression du potentiel 


Wi(p, 9)= | Tip, 9) Lp(g)—®(a')] dSa+ 


S 
+p(g) [TÉGP, 9) dSe (28.9) 
S 

où g’ est un certain point fixe de la surface S. Lorsque le point p 
tend (de l’intérieur ou de l'extérieur de la surface S) vers le point q', 
le premier terme de (28.9) représente une fonction continue. Le 
comportement du second terme est étudie plus haut. On peut mainte- 
nant formuler le résultat obtenu sous forme du théorème suivant. 
Notant Wl+(q') et Wl- (g') les valeurs limites du potentiel 
de couche double de l’intérieur et de l'extérieur respectivement, 

et WT(g) la valeur directe (singulière), on a: 

We (g)—Wi(g")=—2@(9), W*(g')+W;(g)=2W; (g'). 
(28.10) 
Les relations (28.10) peuvent être récrites sous une autre forme (équi- 
valente) : 

Wé(g)=—p(g)+W,(4), Wi(g)=@p()+W;(g"). (28.10°) 
Remarquons que les résultats obtenus plus haut sont entièrement 
confirmés pour les potentiels engendrés par la matrice FT (p, q) 
(14.33), dits potentiels de couche double de deuxième espèce. Les éga- 
lités (28.6) à (28.8), (28.10), (28.10”) sont vérifiées, puisque la ma- 
trice TT (p, q) diffère de la matrice li (p, q) par des termes dont 
l'intégrale s’annule. Par analogie nous noterons ce potentiel 
Wil(p, q). 

Considérons encore un potentiel, introduit par H. Weyl [1] et 
dit potentiel d'antenne *), dans lequel le noyau est constitué par 
la solution de troisième espèce # (p, q) (14.36): 


A(p, D = | M(p, 9) (9) 484. (28.11) 
S 


+ 


Le potentiel (28.11) représente une fonction continue à l’inté- 
rieur de la surface S lorsque la densité  (q) est continue. En ce qui 
concerne la signification physique du potentiel d'antenne, il cor- 
respond à la solution du problème de la théorie de l’élasticité obtenue 

*) Le potentiel est dit potentiel d'antenne, parce que la fonction 

= In(r+z) = = où vest déterminée conformément à (14.34), est le po- 


Er électrostatique créé par les charges, qui sont distribuées’ uniformément le 
long de la normale à la surface S de l’antenne. 
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par superposition des solutions pour le demi-espèce sollicité à la 
surface par une force concentrée (solution de Boussinesq). 

Passons à l’étude du comportement de l'opérateur des contrain- 
tes T, dû au potentiel de couche simple (28.3). Il est évident que la 
substitution directe des points de la surface S dans (28.4) conduit 
à une intégrale que l’on doit interpréter comme singulière. Nous 
allons considérer les valeurs limites de l'opérateur des contraintes 
de l’intérieur et de l'extérieur, que nous désignerons respectivement 
par TV et T;V. 

Transformons l'expression (28.4) en supposant que le point p 
tend vers le point qg' de la surface 


Lim Tnçar)V (p) = 
pa” 


lim { [MG 9 + Tip, op) dS— | T'A(p, 9) @ (a) de} . 
(28.12) 


Introduisant un système local de coordonnées et faisant des esti- 
mations au fond analogues aux estimations effectuées pour le poten- 
tiel harmonique (cf. S. Sobolev [2]), on peut montrer que le premier 
terme varie de façon continue, quand le point g traverse la surface en 
se mouvant suivant la normale à celle-ci. Le comportement du der- 
nier terme a été étudié plus haut. On en conclut à l’existence de la 
valeur directe T,V (q') et des valeurs limites de l'opérateur des con- 
traintes et elles sont liées entre elles par les relations 


TaV (g")—TaV (g)=2p(g"), TV (g') + TV (g)=2T,V (q'), 
(28.13) 
TV (g)=p(q")+T,V (ag), TV (q')= —p(g')+T,V (q'). 
(28.13) 


Des opérations analogues aux précédentes montrent que pour les 
valeurs limites (de l’intérieur) de l'opérateur des contraintes dû 
au potentiel d'antenne on a l'égalité 


LA ’ 1 1 ? 
TA (g)= —@(9)+ | TuM(g', 9) (9) dSa. (28.14) 
S 
Rapportons l'expression de la matrice même: 
TuçaM (g”, g)= 
Er 
ÔZ1 02 EA ÔZa 

sn ôr ôr ôr \=  ôr ôr d 1 m 
ne (=) 0x: 078 || dn(q') EE 7 £- (28.15) 
ôr ôr ôr or ôr \2 
Ôt1 OZs 027 Ôrs (=) 
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Abordons la question du romportement des valeurs limites TiW1 
et T;W1 de l'opérateur de contraintes dû au potentiel de couche 
double. Comme en théorie du potentiel harmonique, on obtient ici 
également seules quelques conditions suffisantes d'existence de ces 
valeurs limites. On a, par exemple, l’analogue suivant du théorème 
de Liapounov, dit théorème de Liapounov-Taubert. 

Supposons que la densité du potentiel de couche double de pre- 
mière espèce est telle qu'il existe une valeur limite de l’ opérateur 
T,W1 d'un côté de la surface ; donc il existe une valeur limite de l'opé- 
rateur T,,W1 de l'autre côté de la surface également et ces valeurs limites 
coëncident. Pour démontrer cela, admettons qu’il existe une valeur 
limite de l'opérateur TOW;; que nous notons par raison de commodité 
F (g). Ceci signifie qu'il existe dans le domaine D* une fonction 
U, (p) vérifiant les équations de Lamé pour laquelle existe une valeur 
limite de l'opérateur T*, égale à F (q). Désignons la valeur de cette 
fonction sur la surface par Ü, (q) et formons le potentiel de couche 
double 


Wi(p)=Wi(p, Us)= | Tip, o)U1 (9) dS. 
S 


Introduisons maintenant une nouvelle fonction, & (p), qu'on déter- 
mine dans le domaine D* par la formule w (p) = UV, (p) — is WI (p), 


et dans le domaine D- par la formule & — + WI (p). Cette nou- 


velle fonction sera continue dans tout l’espace en vertu de la pro- 
priété (28.10). 

Remarquons que la procédure de recherche de la fonction U, (p) 
est la procédure de résolution du deuxième problème fondamental et 
elle est réalisée moyennant un potentiel de couche simple (cf. $ 31). 
Pour le potentiel de couche simple comme nous l'avons démontré 
précédemment, la valeur limite de l'opérateur des contraintes existe. 
C'est pourquoi le déplacement U, (p) possède cette propriété et de 
plus cette valeur limite coïncide avec la fonction F (q). 

Reportons-nous maintenant à la formule de Betti (14.27) que 
nous 7. sous la forme 


Ui(P)=+ z | rit DU (487 | TC: q) F (9) dSa= 
3 wi (p)—+ T'(p, 9) F(g)dSa (pED*). (28.16) 


Donc, la fonction w (p) 8.16) peut être représentée dans le domaine 
D* sous la forme d’un potentiel de couche simple 


w(p}=—+ | T(p, 9) F (9) dSe. (28.17) 
S 
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Jl découle de (28.17) que dans le. domaine D* la somme w (p) + 
+ \ T (p, 9) F (q) dS, s’annule. Mais d'après ce qu'on a démon- 


s 
tré plus haut, la fonction w (p) est continue. Le second terme est 
évalement continu puisqu'il représente un potentiel de couche sim- 
ple. Par conséquent, cette somme devient identiquement nulle dans 
le domaine D- aussi (à cause de l’unicité de la solution du problème 
[-). Donc, nous aboutissons à la représentation suivante de la fonc- 
tion WI (p) dans tout l’espace: 


Wi(p)=2U,(p) + |T(p, 9 F(a)dSa (PED*), (28.18) 
S 


Wi@)= | lp, 9)F(o)d8 (PE D"). (28.18') 
S 


Les seconds membres des égalités (28.18) et (28.18°) admettent 
chacun les valeurs limites de l’opérateur des contraintes. C’est pour- 
quoi le potentiel lui-même possède cette même propriéte. Le calcul 
immédiat de l'opérateur T, des deux côtés de la surface conduit 
à l'égalité demandée. La démonstration se fait d'une manière ana- 
logue dans le cas où l’on suppose l'existence d’une valeur limite de 
l'opérateur T;. 

Remarquons que les propriétés obtenues du potentiel de couche 
double permettent de résoudre de façon élémentaire le problème 
d'une grande importance pratique relatif aux serrages. Supposons 
que le milieu élastique soit disposé aussi bien à l'extérieur, qu'à 
l'intérieur d'une certaine surface de Liapounov $ et que soient réa- 
lisées à la frontière les conditions 


U*(q) —U-(g)=F(g), TaU (q) = T,U (q). 


Il découle des propriétés évoquées du potentiel de couche 
double de première espèce, que la solution de ce problème (tout en 
supposant l'existence des valeurs limites de l'opérateur T,) est 
représentable sous forme d’un potentiel de couche double 


Wi(p)=z | Li(p.9) Fi (q) 484. (28.19) 
S 

On voit la possibilité d'étendre cette approche au cas où le 
domaine global occupé par deux corps élastiques n’est pas l’espace 
tout entier. Dans ce cas la différence des déplacements recherchés 
et du potentiel (28.19) nous conduit à un problème nouveau dès 
que l’on considère un corps continu pour lequel les conditions aux 
limites ont été modifiées en conséquence sur les surfaces extérieures. 
Il est à remarquer que le problème plan analogue résolu au $ 22 

a exigé beaucoup plus d'efforts. 
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Envisageons en dernier lieu le potentiel dit potentiel élastique 
de volume généralisé 


U(p)= | T(p, p'}g(p") dy, (28.20) 
Q 


où l'intégration est étendue à tout le volume Q. On montre que ce 
potentiel est solution particulière des équations de la théorie du 
potentiel, quand les forces de masse sont égales à  (p). 


$ 29. Equations intégrales régulières 
et singulières des problèmes fondamentaux spatiaux 


Les potentiels élastiques geénéralisés introduits plus haut: de 
couche simple, de couche double de première espèce, de couche double 
de deuxième espèce ainsi que le potentiel d'antenne, conduisent 
à des équations intégrales correspondantes. On peut en principe uti- 
liser, pour resoudre le premier ou le deuxième problème, n'importe 
lequel des potentiels introduits, puisque les équations d'équilibre 
élastique sont identiquement vérifiées pour les déplacements (équa- 
tions de Lamé). Il est à souhaiter, cependant, que les équations 
obtenues aient une structure avantageuse, c'est-à-dire qu'elles 
appartiennent aux classes d'équations intégrales de deuxième espèce. 
Aussi doit-on rechercher la solution du premier problème fondamental 
(problème I) sous la forme d'un potentiel de couche double, de pre- 
mière ou de deuxième espèce (dans les autres cas on arrive à des 
équations intégrales de première espèce). 

Soit f (g) la valeur limite des déplacements donnée sur la sur- 
face S. En recherchant la solution sous la forme d’un potentiel 
généralisé de couche double de première espèce (28.5), nous obtenons 
en vertu des formules (28.10) des équations intégrales pour les 
problèmes intérieur et extérieur respectivement. Représentons im- 
médiatement ces équations sous une forme standard pour les équa- 
tions intégrales de deuxième espèce en introduisant le paramètre 
auxiliaire v: 


pv | TI, q')p(a')dSe=F (9). (29.1) 
S 


La valeur v = 1 correspond au problème intérieur (1*), la valeur 
v = —1 au problème extérieur (1-). La fonction F (q) est égale 
à f (q) pour le problème extérieur et à —f (q) pour le problème inte- 
rieur. L'équation (29.1) est singulière puisque la matrice TI (g, g') 
possède des termes à singularité de second ordre (w;;). 

Les équations intégrales admettront en apparence une forme 
tout à fait analogue dans le cas où la solution est recherchée sous la 
forme d’un potentiel de couche double de deuxième espèce (les 
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équations dites équations de Lauricella) 


pv [ TI(Q, g')p(a")dSa =F (6). (29.2) 
S 


La différence de principe existant entre les équations (29.1) 
et (29.2) consiste, comme nous l’avons noté, en ce que la première 
de celles-ci est singulière, et la seconde régulière. 

Passons à la considération du deuxième problème fondamental, 
au problème II. Supposons que sur la surface S sont données les con- 
traintes f (g) *). Résolvant ce problème à l’aide d'un potentiel de 
couche double, de première ou de deuxième espèce, on arrive à des 
équations fonctionnelles dont la résolubilité n'est pas étudiée. 
Dans un certain sens, on ne peut même pas dire que ce sont des équa- 
tions intégrales puisque l’intervertissement de l’ordre d'intégration 
et de l'opérateur des contraintes est exclu. 

Nous rechercherons la solution du deuxième problème fonda- 
mental sous la forme d’un potentiel de couche simple. Il découle 
alors de (28.13’) une équation intégrale qu'il est commode d'écrire 
sous la forme 


p(g)—v | Fi(q, g’)p(q°) dSg = F (a). (29.3) 
S 


Ici la valeur v — 1 correspond au problème extérieur I[-, la valeur 
v — —1 au problème intérieur I1*. La fonction F (q) est égale à f (q) 
dans le problème intérieur et à —f (qg) dans le problème extérieur. 
L'équation intégrale (29.3) s'avère une équation intégrale singulière 
de deuxième espèce. 

Des équations analogues (régulières, il est vrai) sont obtenues si 
l'on recherche la solution à partir du potentiel d'antenne. Ces équa- 
tions découlant directement de l'égalité limite (28.14) s'écrivent 


p)+v (Tour Mg", a) (a)Sa=F(), (29.4) 
S 


— —1 (problème I[*) et la surface S est convexe **). 

Passons à l'étude de la résolubilité de toutes les équations obte- 
nues **+*), Nous supposerons que l’alternative de Fredholm peut être 
appliquée aux équations singulières introduites plus haut (la démon- 
stration en sera donnée au $ 30). 


*) Pour la généralité de l'écriture nous conservons les mêmes notations 
que celles utilisées pour le premier problème. 

**) Bien entendu, les résultats de Ya. Lopatinski [1], qui permettent de 
ramener les problèmes aux limites pour les systèmes elliptiques à des équations 
intégrales régulières, s'étendent aux équations de la théorie de l’élasticité. 

**+) Les équations (29.1) et (29.3) sont proposées par V. Kupradze [2]. 
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Considérons les équations intégrales (29.1) et (29.3) pour v = 1. 
Ces équations singulières étant associées, leur résolubilité est établie 
simultanément. Supposons que ces équations homogènes admettent 
des solutions non triviales et soit @, (q) la solution correspondante de 
l'équation du problème II-. Reportons-nous alors à un potentiel de 
couche simple V (p, æ.). Cette fonction résout le problème de l’élas- 
ticité pour des contraintes nulles sur la surface S, et les déplace- 


ments à l'infini étant de l’ordre de _ et les contraintes de l'ordre 


de — ee . En vertu du théorème d’unicité pour un domaine infini, la 


solution est identiquement nulle. D'autre part, le potentiel V (p, y.) 
represente une fonction continue dans tout l’espace. C’est pourquoi le 
champ des déplacements qu'il engendre dans le domaine D* s’annule 
sur $. Il découle du théorème d'unicité pour le premier problème 
fondamental, que ces déplacements (en d’autres termes le potentiel 
V (P, ®Do)) sont nuls dans tout le domaine D*. La solution non triviale 
introduite plus haut doit être égale à la moitié de la différence des 
valeurs limites de l’opérateur TV (p, @.) aux points de la surface S 
(d'après (28.13)) et donc à zéro. 

Par conséquent le nombre v — 1 n'est pas valeur propre des 
équations intégrales (29.1) et (29.3). Les alternatives de Fredholm 
nous permettent de conclure par ailleurs, que les équations inté- 
grales singulières des problèmes [* et II- sont résolubles quels que 
soient leurs seconds membres. 

Plus haut on a établi les équations intégrales en utilisant telle 
ou autre représentation du vecteur des déplacements recherche. 
Nous allons présenter maintenant un autre procédé d'élaboration des 
équations intégrales. Utilisons la formule de Betti pour une fonc- 
tion vecteur arbitraire U (p) vérifiant les équations de Lameé dans le 
domaine D*. Supposons que sur la surface S soient données les con- 
traintes T,U (q) = f (g). On considère alors que la seconde inté- 
grale de (14.27) est connue, désignons-la par ® (p). Réalisons dans 
(14.27) le passage à la limite de l'intérieur vers les points de la sur- 
face S. Conformément à (28.10”) nous obtenons, après réduction des 
termes semblables, une équation intégrale pour le déplacement 
U (g) sur la surface S: 


U (q) + | IT (g, q')U (q°) dSy = ® (9). (29.5) 
S 


En utilisant la formule analogue (14.30) pour les déplacements dans 
le domaine D nous sommes conduits par les mêmes raisonnements 
à l'équation intégrale 


U (g)— | TE(g, g')U (a°) dSy = ® (a). (29.5') 


S 
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Il est évident que ces deux équations peuvent s'écrire sous une forme 
qui englobe les deux cas, si on introduit le paramètre w: 


U (g)—v | T'E(g, g'}U (q') dSa = ® (9). (29.6) 
S 


La valeur v — 1 correspond au problème II-, la valeur v — —1 
au problème II1*. On reconnaît dans (29.6) l’équation (29.1). 

L'obtention immédiate des équations intégrales pour le premier 
problème fondamental à l’aide des formules de Betti conduit à une 
équation intégrale de première espèce avec un noyau régulier. Üne 
équation singulière de deuxième espèce sera obtenue, par contre, si 
l'on prend de tous les termes de la formule de Betti l'opérateur des 
contraintes, tout en supposant que ses valeurs limites dues à un 
potentiel de couche double de densité donnée U (q) existent. On 
Pete définitivement des équations coïncidant avec les équations 
(29.3). 

T. A. Cruse donne dans ses travaux *[1-3] la préférence aux équa- 
tions intégrales singulières obtenues à l’aide des formules de Betti. 
L'auteur suppose que ces équations sont applicables pour les surfaces 
régulières par morceaux également, puisque les identités de Betti 
sont vraies pour de telles équations. Cependant lorsqu'on réalise 
le passage à la limite vers les points de la surface, il faut utiliser 
les formules prévues pour un potentiel de couche double, qui ne 
sont valables que pour les surfaces de Liapounov uniquement. 
Pourtant, la solution concrète du problème peut s'avérer préférable 
du fait d’une plus grande régularité de la condition aux limites. 

Passons à l’étude des équations pour v = — 1, ce qui correspond 
aux problèmes I* et II-. On a montré au $ 14 qu'il existe une solu- 
tion non triviale du problème intérieur de l'élasticité pour des 
valeurs nulles des contraintes: elle correspond à un déplacement 
rigide de la surface du corps et peut être représentée en coordonnées 
cartésiennes sous la forme: 


Un = a + qts—rte, Ua = Go + Tr — pra, 
Us = aa + Pre — QT; (29.7} 


OÙ dj, das As, P, g et r sont des constantes arbitraires, et il ne peut 
y avoir d’autres solutions. Désignons ce déplacement par U, (p). 
[1 est évident que les contraintes qui lui correspondent sont nulles 
dans tout le domaine D*. Tâchons de représenter le déplacement 
U, (p) sous la forme d’un potentiel de couche double de première 
espèce réparti sur la surface S. Utilisons la formule (14.27) pour le 
déplacement U,(p). Nous obtenons alors 


Uotr)= —7 | TC, 9) Uo(o) dS4- (29.8 
&S 
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Le premier terme de (14.27) disparaît, car T,U, (p) = 0. Dans les 
premier et second membres de la relation (29.8) passons à la limite 
de l’intérieur vers les points de la surface S. En vertu de la formule 
(28.10’) nous obtenons pour le second membre 


+ Vo) + [TI (a, 9) Uo(g) dS4. 
S 


Ainsi, il découle de (29.8) que le vecteur UV, (g) doit vérifier l’équa- 
tion 


Uo(g'}+ | T(g", 9) Uo() dS4= 0, (29.9) 
S 


qui est l'équation intégrale du problème I-. 

Il est évident qu'on peut représenter, d’une manière ou d'une 
autre, les déplacements U, (p) caractérisés par six constantes indé- 
pendantes a;, &, ..., a comme l’ensemble de six solutions linéai- 
rement indépendantes. On peut, par exemple, agir de la sorte. Nous 
considérerons successivement que l’une seulement des six constantes 
est différente de zéro ; dans ce cas à chacune des variantes correspon- 
dra sa propre solution, linéairement indépendante, de l'équation 
(29.9) (notée w% (4 = 1, 2, ..., 6)). 

I1 découle des théorèmes de Fredholm que l'équation associée 
(l'équation pour le problème I1*) aura pour le moins six solutions 
linéairement indépendantes. Notons-les 4, (g) (k = 1, 2, ..., 6) 
et démontrons qu'elles forment un système complet de solutions 
linéairement indépendantes des équations du problème II5 (l'indice 
« 0 » indique que le second membre est nul). Soit w%, (qg) une autre 
solution, linéairement indépendante des six solutions introduites 
plus haut. Considérons les potentiels de couche simple 


V(P, bo) = | T'(p, 9) bo (9) dSa, 
S 


Va (ps Du) = | L'(p, 9) ba (9) dS4- 
S 


Ces potentiels résolvent le problème I1* pour des valeurs nulles des 
contraintes sur la frontière, de sorte qu'ils doivent représenter un 
déplacement rigide. Donc, le potentiel V (p, 1p,) est une combinaison 
linéaire des potentiels V, (p, vw): 


( 
4 (p, Vo) _— à CrVr (P; LIVE (29.10) 


Récrivons cette égalité sous une autre forme 


| 6 
TG, 9 [#9 — 5 Cu (o ]dS:=0  (peD”). 
k=1 


S 
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Notons maintenant l'expression entre parenthèses 4 (g). Dans ce 
cas le potentiel V (p, +) est identiquement nul dans le domaine D*. 
Raisonnant comme précédemment on peut montrer que dans le 
domaine D- ce potentiel est nul, ce qui conduit à la démonstration 
de l'existence d'une relation linéaire entre la fonction 4#, (q) et 
les fonctions #4 (q). Il s'ensuit que le système #, (g) est complet et, 
en vertu de (29.8), que tous les potentiels de couche double 
W (p, b:) = 0 (p ED”). 

Passons à la démonstration de l'existence d'une solution de 
l'équation intégrale du problème II1*. D’après le troisième théorème 
de Fredholm, la condition nécessaire et suffisante de résolubilité 
de l'équation non homogène (29.3) 


pla)—v | Ti(g, g')@(a)dSe =F (a) = 1 (9) 
Si 


est pour v = —1 la condition d'orthogonalité du second membre 
f (g) au système complet de fonctions propres q£ (g) de l'équation 
associée : 


j 1) pi (g) dS—=0 (k=1, 2, ..., 6). (29.11) 
S 


Ces conditions ont un sens mécanique tout à fait déterminé qui 
devient clair si l’on écrit les fonctions qi (q) sous la forme (29.7), 
admettant à tour de rôle une des constantes différente de zéro. Dans 
ce cas les conditions (29.11) s’écrivent 


| fi (a) dS9= 0, 

S 

| itiei— fini} dSq = 0, (29.12) 
S 

| (fitite — fiseti} dS 9 — 0, 

S 


où f; (à = 1, 2, 3) sont les composantes du vecteur f (q), et x; = 2, 
Le = Los fe —= fs fs = fa. Il est évident que les formules (29.12) 
expriment les conditions d'égalité à zéro du vecteur résultant et 
du moment résultant des efforts appliqués à la surface. Remarquons 
que la solution de l'équation intégrale (29.3) pour v = —1 n'est 
pas unique. La solution complète de cette équation se représente sous 
la forme d'une somme 


6 
(g) = 2 Ce (g) + p* (q); 
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où C, sont des constantes arbitraires et œ®* (g) la solution particu- 
lière de l'équation non homogène. Les potentiels de couche simple 
V (p, 4) représentent la solution du problème II1* pour des valeurs 
nulles du vecteur des contraintes. En vertu du théorème d’unicité 
nous obtenons que ces potentiels représentent le déplacement d'un 
corps en tant que tout rigide et n influent pas sur les contraintes. 

Par conséquent, (29.11) sont non seulement les conditions de 
résolubilité de l'équation (29.3) (déterminées à partir de la repre- 
sentation même de la solution sous une forme spécifique en fonction 
du potentiel de couche simple), mais aussi les conditions de résolu- 
bilité du problème physique initial. 

A la différence du problème II+*, les conditions de résolubilité de 
l'équation du problème I- n'ont pas de sens physique et fixent 
seulement le fait de la représentation de la solution par un potentiel 
de couche double. On peut montrer que le potentiel de couche double 
décroît à l'infini comme R*. Généralement, par ailleurs, les solu- 
tions des problèmes décroissent à l’infini comme R”. 

Si, par contre, les conditions d’orthogonalité du second membre 
aux fonctions propres de l'équation associée ne sont pas vérifiées, 
alors conformément au procédé général *) on introduit dans la repré- 
sentation du déplacement des termes complémentaires. Le plus 
simple est de les prendre sous forme de forces concentrées (dont les 
valeurs sont déterminées à partir des conditions d'orthogonalite) 
exercées dans le domaine D+. On peut montrer que le système d'équa- 
tions obtenu alors est toujours résoluble. Pratiquement la réalisa- 
tion de cette approche n'est pas aisée, étant donné qu'elle exige la 
connaissance des fonctions propres 44 (q) (4 = 1, 2, ..., 6). 

Arrêtons-nous sur l'étude des équations intégrales obtenues à par- 
tir des formules de Betti. Comme ces équations sont identiques aux 
équations (29.1) et (29.3) (avec la transposition adéquate), l'analyse 
effectuée plus haut s'applique exactement à ces équations (plus bas 
il sera question des seconds membres de ces équations). 

Une analyse complémentaire est à effectuer pour le problème 
11+, car le second membre de l’équation est de forme complexe et les 
conditions d'orthogonalité ne se manifestent pas sous forme expli- 
cite. L’équation intégrale coïncide avec l'équation (29.1) dans le cas 
du problème I- et peut s’écrire: 


U (9)+ | LT(q, a’) U (q°) dSy — | l'(q, g')f(g')dS. (29.13) 
S S 


Les conditions nécessaires et suffisantes de résolubilité de ce pro- 
blème sont les conditions 


| Ÿa (9) | (4, g')f(q')dSa dS;=0 (k=1, 2, ...,6), (29.14) 
S S = 


*) Par analogie avec le problème de Dirichlet. 
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où Y: (g) sont les fonctions propres de l’équation associée. On a 
montre plus haut que les potentiels V (p, 1.) représentent des vec- 
teurs de déplacement rigide. C’est pourquoi, intervertissant dans 
(29.14) l’ordre d'intégration, nous obtenons 


| Ÿx (9) | T'(q, g’)f(q') dSs dS, = 
S 


S 


= | Va, h)f()4S1-0. (29.15) 
S 


Donc, les conditions de résolubilité de l’équation intégrale (29.13) 
sont comme auparavant les conditions d'existence de la solution du 
problème physique initial, qui sont vérifiées automatiquement par 
substitution. 

Passons maintenant à l'analyse des équations intégrales réguliè- 
res. Nous allons résoudre le premier problème fondamental à l’aide 
d'un potentiel élastique généralisé de couche double de deuxième 
espèce. Pour cela récrivons l'équation correspondante sous la forme 


g(g)—v | TH (g, a’) p(g') dS> = F (a). (29.16) 
S 


La valeur v — 1 correspond au problème I* et la valeur v — —1 
au problème I-. La fonction F (q) est égale aux déplacements donnés 
1 (q) dans le problème extérieur et à —f (q) dans le problème inté- 
rieur. 

Envisageons le problème I* et démontrons que l'équation cor- 
respondante est toujours résoluble. Dans le cas contraire l'équation 
associée homogène 


D(g)— | TH (g", 9) bg") dSs =0 (29.17) 
S 


posséderait une solution non triviale. Admettons que %, (q) est une 
telle solution de l'équation (29.17) et formons un potentiel de couche 
simple de densité 4, (g). La condition (29.17) signifie que la valeur 
limite de l’opérateur N (14.19) (pour a=}À PE) de ce 
potentiel de l'extérieur est nulle. Mais le potentiel lui-même résout 
le problème de l’élasticité pour le domaine D - dans le cas d’une valeur 
donnée nulle de l'opérateur W sur la surface *). En vertu du théorème 
d'unicité démontré au $ 14 nous obtenons que ce potentiel est nul 
dans le domaine D-. Mais le potentiel de couche simple étant une 


*) Rappelons vu problème de ce genre est dépourvu de sens physique, 
Sa position étant néanmoins nécessaire pour démontrer la résolubilité des équa- 
tions de Lauricella. 
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fonction continue, il sera nul dans le domaine D* aussi. Par consé- 
quent, la densité de ce potentiel, proportionnelle au saut des valeurs 
limites de l'opérateur W, sera identiquement nulle. 

Des raisonnements analogues permettent d'établir que, la solu- 
tion du problème intérieur n'étant pas unique, la valeur v = — 
est une valeur propre de l'équation (29.16). 

L'étude des équations intégrales (29.16) pour v = —1 ne sera 
conduite de façon satisfaisante que si les fonctions propres des 
équations associées sont connues (ici est de rigueur l’analogie avec 
le problème de Dirichlet). La procédure générale formelle de réso- 
lution coïncide entièrement avec celle que nous avons exposée plus 
haut pour la résolution du problème I- à l’aide d'un potentiel de 
couche double de première espèce. 

Le problème de la résolubilité de l'équation intégrale (29.4) 
reste ouvert. Certes, du fait que le problème n'est résoluble qu'a 
condition de l'équilibre du corps découle automatiquement que le 
nombre v — —1Â est une valeur propre. Mais il est très possible que ces 
conditions ne soient pas suffisantes. 

Il est clair que les résultats qu'on vient d'obtenir sont entière- 
ment transposables au problème plan de l’élasticité. I] est à remar- 
quer, par ailleurs, que les équations intégrales considérées aux 
$$ 18 et 19 n'admettent pas de généralisation triviale au cas spa- 
tial ; c’est la raison pour laquelle elles ont été traitées dans un cha- 
pitre séparé. 

Dans l'édification de la théorie correspondante on envisage au 
départ la résolution du problème relatif aux déplacements dans le 
plan sous l’action d'une force q (p,, .) exercée au point q (y, ÿ2). 
Considérons la matrice du second ordre 


À +3 dr \2 ôr ôr 
À+u ECTS ne =| ] è OZ, OT: 


dr; 


Pr = | or à 1m. (2) 
021 07? À+U (4E 2 


(29.18) 


correspondant à la matrice de Kelvin-Somigliana (14.21) souvent 
dite matrice de Boussinesg. A l’aide de la solution fondamentale 
(29.18) N. Kakhniashvili [1] a élaboré une théorie analogue pour le 
problème plan. Il a su former des potentiels de couche simple, de 
couche double de première et seconde espèce et formuler des théorè- 
mes limites correspondants pour le cas de contours réguliers et de 
densités de classe H-L. 

Les équations intégrales du deuxième problème fondamental 


* 


(analogues à l’équation (29.3)) peuvent être écrites sous la forme: 


pa)—1 (RQ, Dp@aSs=F(g, (29.19) 
L 
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où la matrice T, (g', 9) = Ty (1) Î (g”, qg) est la suivante: 
ôr \2 ôr gr 
_. mt+m(z) Be on |. à | 
Fig = ny or l'a çs mr(g, 9)+ 
Rosa Vi li (= =) 
0 Oi2 (g', q) 
+m ; Inr(q’, 
: @,2(q'; Q) 0 ay 9 
et 
_ ( 20H) 
52 MU rt+m Mat tu) 


Ou = 5e COS (no, T1) — — 7 cos (74 , T2). 


Ici également, comme dans le cas spatial, les éléments de la matrice 
(29.18) sont doublés. 

Soulignons quelques aspects nouveaux. Si la densité et sa dérivée 
satisfont à la condition H-L, les valeurs limites de l’opérateur des 
contraintes existent et sont égales des deux côtés. Dans le cas du 
problème extérieur II1-, on exige pour la régularité de la solution 
à l'infini, que le vecteur résultant des efforts y soit égal à zéro. 
La question de l'indice du système d'équations singulières unidimen- 
sionnelles obtenu se résout à partir des résultats connus de la théorie 
de tels systèmes (cf. N. Vékua [1]). Un calcul direct montre que l'in- 
dice est nul et c'est pourquoi les alternatives de Fredholm sont 
applicables aux systèmes d'équations intégrales singulières du pro- 
blème plan de l’élasticité, ce qui en combinaison avec les théorèmes 
d'unicité permet de répondre à la question de leur résolubilité. 

De même que dans le cas spatial, les équations intégrales du 
deuxième problème fondamental plan peuvent être obtenues à l’aide 
de la Fi bidimensionnelle de Betti (cf. par exemple F. J. Riz- 
zo * [1]): 


U(g)+ | Pet, QU (0 dSa= | F(a", 9) FadSa. (29.20) 
L L 


Ici on a noté F, (q”, g) la matrice adjointe de F, (q”, q). 

Nous indiquons en conclusion que toute une orientation se con- 
sacre exclusivement à l'élaboration et à l’étude des équations inté- 
grales (régulières et singulières) pour les problèmes à symétrie axiale, 
ainsi qu’au développement des méthodes de leur résolution. Citons 
les recherches de A. Alexandrov [2-4], Yu. Kopeïkine [3], T. Ker- 
mandis *{1], G. N. Polozhi {[1, 2], Yu. Soloviev [1-4], D. Sherman 
[1] et autres. 
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$ 30. Extension des alternatives de Fredholm aux équations 
intégrales singulières de la théorie de l’élasticité 


On a obtenu au paragraphe précédent les équations intégrales 
singulières des premier et deuxième problèmes fondamentaux de 
l'élasticité. Chacune des équations (29.3) et (29.6) représente un 
système d'équations singulières. Dans ces équations la partie singu- 
lière du noyau (du ij-ième élément) s'écrit à un facteur près (cf. 


(14.22)) e 
3 e (30.1) 


Rappelons que lorsqu'on opère un changement de variables 
l'argument de chaque élément du déterminant symbolique subit 
une transformation linéaire; la même transformation affecte égale- 
ment l'argument du déterminant symbolique, de sorte que l’en- 
semble de ses valeurs est invariant par rapport au changement de 
variables (cf. $ 7). Introduisons en chaque point q de la surface 
délimitant le corps élastique des coordonnées locales disposant les 
axes z, et x. dans le plan tangent et l’axe x, suivant la normale. 
En qualité d’'inconnues introduisons les composantes des vecteurs 
œ (q) dans le système local de coordonnées (p,, @2, @s), ce qui ne 
modifiera pas non plus l'indice du système. Le système d'équations 
(29.6), par exemple, s'écrit alors 


1 (9) + À 4 BED ps (g°) dSa + Ti (9) = Fi (9), 


22 


p2 (9) + À | Ep, (g')dSw+Ta(g) = Fig), (80.2) 
S 
œ: (q) + À | LU GE IR ER 45. +7, (ga) = F; (a). 
$ 
Ici T; (g) sont certains opérateurs intégraux réguliers, avec la sint 
gularité r*-?, appliqués aux fonctions ®, (q), @a (4), Ps (q) (& es- 
l’exposant de Liapounov de la surface S), À une certaine constante- 
Les a des intégrales singulières figurant dans l’équa: 
tion (30.2) sont 2 = cos 0 et = — sin 6. On obtient leurs 


symboles en les multipliant par 2xi (en remplaçant les arguments 
6 par À). 
Ecrivons maintenant le déterminant symbolique 
1 0 iA cos 6 
die 3—40 
(0 1 iA sin 0 | — 1 — 4? —4(—0) * (30.3) 
—iAcos0 —iAsin6 1 
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Ce déterminant est différent de zéro pour les valeurs du coefficient 
de Poisson qui présentent de l'intérêt en théorie de l’élasticité. 


La matrice symbolique étant hermitienne (6;; — d,;), les théore- 
mes de Fredholm sont vérifiés pour l’équation (29.6). On peut for- 
muler une conclusion analogue pour l'équation (29.3). 

Remarquons que la régularisation immédiate des équations inté- 
grales de la théorie de l’élasticité paraît superflue, ne serait-ce qu’en 
raison de la complexité de l’élaboration du système équivalent cor- 
respondant d'équations de Fredholm. Remarquons également que 
V. Mazia et V. Sapozhnikova [1] donnent une expression de l’opéra- 
teur de régularisation. 


$ 31. Propriétés spectrales des équations 
intégrales régulières et singulières. 
Méthode des approximations successives 


Les théorèmes du $ 29 sur la résolubilité des équations inté- 
grales régulières et singulières des problèmes fondamentaux spatiaux 
de la théorie de l’élasticité permettent de justifier entièrement le 
principe même de l'application de la méthode des équations inté- 
grales. Cependant, lors de la résolution des équations concrètes 
(des équations de Lauricella pour le problème I* par exemple) par 
la méthode d'intégration mécanique, le problème se ramène à un 
système d’équations algébriques, souvent d'ordre très élevé. Remar- 
quons, par ailleurs, que la résolution des équations singulières bidi- 
mensionnelles par la méthode d'intégration mécanique exige une 
justification théorique appropriée, analogue à celle exposée au $ 12 
pour le cas des équations unidimensionnelles. 

La résolution des équations des problèmes fondamentaux spa- 
tiaux par la méthode des approximations successives semble très 
prometteuse. Ses avantages de calcul seront étudiés en détail au 
$ 33. Nous n'’indiquerons ici que sa justification est valable aussi 
bien pour les équations régulières, que pour les équations singulières 
et découle des propriétés spectrales de ces équations (cf. $ 1). 

Démontrons que dans un cercle de rayon unité avec son centre 
au point zéro, v — —1 est la seule valeur propre qui, par ailleurs, 
est pôle de premier ordre de la résolvante. Commençons l’analyse 
correspondante par l'étude de l'équation intégrale de Lauricella 
(cf. Pham The Lai *{1]) 


P(g)—v | FF (a, g°)p(g") dSa = f (a), (31.1) 
S 
qui a pour équation associée 
b(D—v | TE (g". q) (9°) dSa = 8 (0). (81.2) 
S 


15—0340 


226 ÉQUATIONS INTÉGRALES DES PROBLÈMES FONDAMENTAUX SPATIAUX [CH. VI 


Cette équation peut être interprétée comme une équation intégrale 
obtenue moyennant un potentiel de couche simple V (p, +): 


V(p, t)= | D(p, 9) b (a) dS 
S 


pour résoudre le problème aux limites dans le cas où l’on donne sur S 
une valeur de l’opérateur N. 
D'une manière analogue à (28.14) écrivons les égalités 


NV? NV-=2p(g), NV*+NV-=2 (TP (, g')b(a')dS. 


S 
(31.3) 

L'équation (31.2) prend alors la forme 
GA — v) INV*T — (A + v) INV-TI = 2g (g). (31.4) 


Appliquant la formule généralisée de Betti (14.14) au déplacement 
V (p, +) dans le domaine D*, nous obtenons 


[ Va, w) NV+a5,= | E(V, V)da, (31.5) 
$ b+ 


où £ (V, V) est déterminée par la formule (14.17). De la même 
façon nous obtenons pour les déplacements dans le domaine D-: 


DV (a, D NV+d5,= — | E(V, V)d0. (31.6) 
S D+ 
Remarquons que le premier membre de (31.5) est toujours négatif, 
alors que dans (31.6) il est toujours positif. 

Définissons sur la surface S deux fonctions continues 4, (q) 
et 1, (q), et, les considérant comme des densités, écrivons les poten- 
tiels de couche simple V (p, #,) et V (p, b:): 


V(p, e)= | T'(p, 9) be (9) dSa, (31.7) 


S 


V(p, bi) = | '(p, 9) bu (9) dS4. (31.8) 
S 


En vertu de la formule généralisée (14.15) nous avons 
| VON Vi ViNtVa}dS y =0, 


: (31.9) 
| NV VEN Ve} dS4= 0. 


S 
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Démontrons maintenant que tous les pôles de la résolvante de l’équa- 
tion (31.1) sont réels. Admettons qu'il existe une racine complexe 
Vo—= a —+ib et considérons la solution de l'équation homogène 
(31.2) v, (g) = v£ + iv, qui lui correspond. Associons à chaque 
fonction v® et v£ son potentiel de couche simple, soit V (p, v£) 
et V (p, vs), et opérons dans l’équation (31.4) une substitution (il 
s'agit en l’occurrence de remplacer v par v;): 


Av) IN VO HIN Vi] A+ vo) IN-VQ+iN-V,]. (81.0) 


Multiplions les deux membres de la dernière égalité par V, — iV, 
et étendons l'intégration à la surface S, utilisant pour cela les for- 
mules (31.9), il vient: 


vo) | Va Va ViN Vi} ds = 
S 
= (iv) | (VON Va+ViN-Vr}dS. (31.11) 
S 


Comme la première intégrale est différente de zéro pour vw 0 
et v$ = 0, la relation (1 — v,)/(1 + v.) est réelle et, par conséquent, 
b = 0. Il ressort également de l'égalité (31.11) que le rapport 
(4 — v,)/(1 + v,) est une grandeur négative (ou nulle). C’est pour- 
quoi le nombre v, doit être en valeur absolue non inférieur à l'unité. 
Rappelons que l’étude faite au $ 29 a montré que la valeur v = 1 
n’est pas un pôle de la résolvante, alors que la valeur v = —1 l’est. 

Le dernier résultat de la théorie spectrale consiste en la démons- 
tration du fait que tous les pôles sont simples. Soit v, un pôle 
multiple. Il doit exister alors (cf. (1.29) et (1.30)) deux fonctions 
sur la surface S, que nous désignerons par @, et gs», vérifiant les 
égalités suivantes: 


Ga (9)= vi | TE (g', 9) (9°) dSe, 
S 


ge (aa (g)/v= vi | TE (g", 9) pe (a) dSa-. 
S 


Représentons ces égalités à l’aide des potentiels V, et V, définis 
par leurs fonctions de densités @, et @;: 


NIV — NV, = [NV + N VE], 

NE VO—N VEN NV = vi INT V, + NV]. 

Multipliant la première égalité par V, et la seconde par V,, ajoutant 
et intégrant, nous obtenons compte tenu de (31.9): 


| VuN*V,dS = | V,N-V, dS. (31.13) 
S S 


(31.12) 


15+ 
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En vertu de (31.5) et (31.6) les expressions entrant dans les premier 
et second membres de l’égalité (31.13) doivent être de signes diffé- 
rents, le second membre devant être en outre non nul. Il y a donc 
contradiction et c’est pourquoi tous les pôles de la résolvante sont 
simples. 

Il ressort de ce qu’on vient de démontrer que l’équation intégrale 
(29.2) peut être résolue par la méthode des approximations successi- 
ves pour v = {, si l'on utilise la solution sous la forme (10.7) et 
(10.9). 

Abordons maintenant l'étude des équations intégrales singuliè- 
res. Récrivons les équations singulières des problèmes fondamentaux 
spatiaux de l’élasticité, qui dans le cas du premier problème fonda- 
mental sont de la forme 


p(a)—v | TE(, g')@(a") Sa = (a), (29.1) 
S 
et dans le cas du deuxième problème fondamental 
p(g)—v | Pia, g')p(q') dSx = F (q), (29.3) 
S 
U (9) —v | Ta, 9°) U (a') Sa = ® (9). (29.6) 
S 


Comme les équations (29.1) et (29.3) sont associées et les équa- 
tions (29.1) et (29.6) coïncident (différant uniquement par leurs 
seconds membres et les fonctions cherchées), il est sensé d'effectuer 
simultanément l'étude de leurs propriétés spectrales. 

En répétant, dans les grandes lignes, l'analyse exposée plus haut 
pour les équations de Lauricella avec la substitution de l'opérateur 
N par l'opérateur T (et remplaçant, bien entendu, la formule géné- 
ralisée de Betti (14.14) par la formule usuelle), on peut montrer que 
toutes ces équations singulières n’admettent que des valeurs propres 
réelles, non inférieures en module à l’unité. Les valeurs v = 1 et 

— —4, elles, ont été considérées au $ 29. 

La démonstration de l’applicabilité des alternatives de Fredholm 
à l'équation (29.3) présentée au $ 28 s'étend évidemment aux autres 
équations. Du fait de l'existence d’une régularisation équivalente 
découle, comme nous l’avons montré au $ 30, la possibilité de repré- 
senter la solution des équations singulières à l’aide de la résolvante. 
L'étude du comportement de la résolvante au voisinage du point 
v — —1, effectuée de la môme facon que pour l'équation régulière 
(29.2), c'est-à-dire à l’aide des équations (1.29) et (1.30), montre 
(V. Kupradze [3]) que ce point est un pôle simple de la résolvante, 
alors que le coefficient de 1/(v + 1) dans son développement est 
solution de l’équation homogène associée (en tant que fonction de 
l'argument q). 
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Il découle de l'exposé précédent que les équations intégrales 
singulières des problèmes fondamentaux de l’élasticité peuvent être 
résolues par la méthode des approximations successives, à l’exclu- 
sion des équations du problème I- (puisqu’en général on ne peut 
établir les conditions de leur résolubilité). Cette remarque est due 
à Pham The Lai *{[1]. 

On peut résoudre l’équation (29.1) pour v = 1 (problème I*) 
à l’aide des séries (10.8) ou (10.10). D'une manière analogue il 
convient de résoudre les équations (29.3) et (29.6) dans le cas du 
problème II-. Dans le cas du problème II+ la série initiale (10.2) 
s'avère convergente. Comme nous l’avons indiqué au $ 10, cet 
algorithme est incorrect, aussi la série doit-elle être comprise au 
sens asymptotique dans le cas des équations (29.3) et (29.6). 
Dans le cas de l’équation (29.3) la solution s’élabore également 


à l’aide de la représentation modifiée de la fonction @, (p) 


6 
En (P)= Pa (P) — D bip) À bi(a) n (a) dSae (8114) 


i=1 S 


Ici 1, (p) sont des fonctions propres orthonormées de l'équation 
(29.1) (linéaires comme on a montré au $ 29). 

Abordons la résolution des équations mentionnées. Arrêtons-nous 
tout d’abord sur l’équation singulière obtenue en associant (29.1) 
et (29.6) *) et l'équation (29.3): 


p(a)—v | TI(g, 9°) @(g') Sa = F (9). (31.15) 
S 

p(g)—v | Ti, 9')@(q')dSo = F (a). (29.3) 
S 


La réalisation de la méthode des approximations successives dans 
son application aux équations (31.15) et (29.3) revient au calcul 
des intégrales 


Pn (9) = | PL(g:" 9°) En (9°) dS a, 
S 


(31.16) 
Qn(a)= | Ti(g, 9')@ni (9°) dS 7. 
3 


Ces intégrales étant singulières, on ne peut pas appliquer les for- 
mules d'intégration connues pour leur calcul. P. Perline [7, 9, 10) 


*) Vu qu'elles coïncident (avec les notations adéquates). 
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propose d'utiliser les identités 


| C2 (g, q°) p(q°) dSa: = —@(q) + | T2 (9, g')l(g')—@(a)] dSer, 


S 
(31.17) 


| Ti(g, g°)p(a")dSx = 
S 


= —p(g)+ | {Ti(g, g)p(g)—T2(g, g')œ(g)}dSe, (31.18) 
S 


dont on peut dire qu’elles sont représentations régulières des inté- 
grales singulières, puisque leurs seconds membres représentent des 
intégrales impropres *) (quand la fonction @ (g) appartient à la classe 
H-L). On a établi ces identités en se basant sur la méthode d'’abais- 
sement de l’ordre des singularités avancée par L. Kantorovitch 
[1], tout en utilisant l'égalité (28.8) et le fait que les termes singu- 
liers des matrices F1 (g, g') et F, (g, g') sont identiques. 

Appliquant ces représentations pour le calcul des seconds mem- 
bres des relations (31.1) nous sommes conduits aux relations récur- 
rentes 


Pn (9) = —Pn-1 (9) + | L2(q, 9°) Ipa-1 (9) —Pn-1 (9) dSy. (31.177) 


S 


Pr (q) = — Pa-1 (9) + 


+ | {r; (q, q') Pa-1 (g°) ai r: (g, q')Pa-1 (9)} dS:. (31.18) 
S 


Dans l’article de V. Likhovtsev et P. Perline [1] la question sui- 
vante est étudiée. Supposons que l’on résolve une équation quel- 
conque, quand les conditions aux limites sont différentes de zéro 
uniquement dans une petite partie de la surface frontière. Alors 
il est dénué de sens d'utiliser les recommandations formulées plus 
haut, car on peut assurer avec un degré suffisant de confiance que 
les densités inconnues diffèrent très peu de zéro sur une surface qui 
dépasse d’au plus deux ou trois fois la zone sollicitée. Aussi convient- 
il pour résoudre les équations intégrales de n'étendre l'intégration 
qu’à la partie restante de la surface. Il est nécessaire par ailleurs 
d'introduire de nouvelles représentations régulières, les représenta- 
tions (31.17) et (31.18) étant basées sur l'identité (28.8), vraie pour 
une surface fermée seulement. 


*) Remarquons que pour l'intégrale avec le noyau lil (q’, q) a lieu une 
st analogue à (31.17) qu’on peut utiliser pour améliorer l'efficacité des cal- 
culs. 
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Arrêtons-nous sur le procédé proposé par N. Kournosov et 
V. Likhovtsev (cf. V. Likhovtsev [1]). Désignons par S, la partie de 
la surface S, que l’on utilisera dans les calculs. Récrivons la formule 
(28.8) sous la forme 


Î TE (a, q)dSe = —E— | Ti(g, q')dSe. 
Si S-S: 


La relation récurrente, analogue à (31.17), prendra alors la forme *) 


En (9)= — Pro) | E+ À 1(g, 9°) de |+ 


S-S: 


+ | TS (a 9°) L(@n-1 (9) —Pn-1) (g)1 dSw. (81.19) 


Si 


La seconde intégrale sera régulière puisqu'elle est déterminée unique- 
ment aux points de la surface S,. Il n'y aura pas de difficulté à cal- 
culer cette intégrale le long de la courbe délimitant la surface S;, 
puisque, premièrement, il est indiqué de n'’effectuer les calculs que 
pour les points intérieurs à S, et, deuxièmement, les densités corres- 
pondantes aux points de bords sont tellement petites (d'après la 
position du problème) que l'erreur commise lors de la détermination 
de l’intégrale sera faible. 

Il est maintenant facile d'écrire la relation récurrente corres- 
pondant à (31.15). 

Les representations introduites s'avèrent utiles également pour la 
résolution des problèmes concernant des domaines semi-infinis. 
On peut naturellement, en faisant passer une surface auxiliaire de 
. dimensions suffisamment grandes à l’intérieur ou à l'extérieur du 
corps, parvenir au problème intérieur ou extérieur correspondant. Si, 
par ailleurs, on exige que les conditions aux limites initiales soient 
auto-équilibrées, il est alors superflu pour la résolution de l’équation 
intégrale d'étendre l'intégration à toute la surface fermée, ce qui 
conduit à la nécessité d'utiliser les relations récurrentes sous la 
forme (31.19). 


$ 32. Propriétés différentielles des solutions 
des équations intégrales et des potentiels 
élastiques généralisés 
Dans la position des problèmes aux limites de la théorie de l’élas- 
ticité on exigeait que la solution soit régulière (c'est-à-dire qu'elle 
admette des dérivées premières continues dans le domaine fermé D et 


*) Le cas particulier d’une surface S, plane est considéré dans l’article 
cité de V. Likhovtsev et P. Perline [1]. 
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des dérivées secondes continues dans le domaine ouvert D). Pourtant, 
il découle des résultats obtenus plus haut, que si la surface frontière 
appartient à la classe des surfaces de Liapounov et les conditions 
aux limites à la classe H-L, la solution des équations intégrales sera 
alors de classe Z,. Il se trouve nécessaire de répondre à une dernière 
question : les potentiels de couche simple ou double correspondants 
représenteront-ils des fonctions régulières (dans le sens indiqué plus 
haut}? Cette question est très complexe du point de vue mathéma- 
tique. C’est pourquoi nous nous limitons uniquement à quelques 
définitions et à la formulation des principaux résultats *). Nous 


admettrons que la fonction œ (p) appartient à la classe C* (D) si 
en chaque point du domaine D elle possède toutes les dérivées jus- 
qu'à l’ordre À qu'on peut prolonger par continuité sur la surface. 
Si, en outre, les dérivées d'ordre À sont de classe H-L d'indice «, 


on écrit alors @ € C'*« (D). Avec ces notations l’appartenance de la 


fonction à la classe H-L s'écrit: @ € C°:« (D). On dira que Îla sur- 
face S est une surface de classe /7, (œ), si son équation &, = y (£,, £2) 
dans le système local de coordonnées E,, &,, E, (le plan E,, E, est 
tangent et l’axe E, dirigé suivant la normale) est telle que la fonc- 
tion y (£,, E+) appartient à la classe C: «). Dans ce cas l’apparte- 
nance de la surface à la classe des surfaces de Liapounov se note: 
S € I, (æ). 

Introduisons une position généralisée des problèmes aux limites 
de la théorie de l’élasticité. Nous estimerons que les potentiels éla- 
borés à l’aide des solutions des équations intégrales (29.1), (29.3) 
et (29.6), avec les contraintes formulées plus haut imposées à la sur- 
face et aux conditions aux limites, donnent précisément la solution 
des problèmes aux limites généralisés. | 

Citons quelques résultats justiciables de contraintes si fortes 
imposées à la surface et aux conditions aux limites, assurant que la 
résolution des équations intégrales conduit à des déplacements régu- 
liers (autrement dit, on résout le problème dans sa position classi- 
que) : 

1. Si SE Tn+1 (œ), p E CT B(S) (0 LB < a), alors le poten- 
tiel de couche double W (@) € Cr: B (D). 

2. Si S E n+1 (œ), p EC B(S) (0 LB< a), alors le poten- 
tiel de couche simple V () € Cr+i: 8 (D). 

3. Si la densité du potentiel de couche simple € L,, il existe 
alors en tous les points de la surface $S € 7, (&) des valeurs frontières 
limites (par un chemin non tangent), déterminées par les formules 


W=(@) = + œ(p) | T2 (p, q) p (g) dS3- 
S 


*\ Cf. T. Guéguélia [1, 2], ainsi que V. Kupradze. T. Guéguélia et autres 
[11]. 
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Rappelons que la même formule a lieu dans le cas où @ E C2, 
et le potentiel lui-même est une fonction qui se prolonge par con- 
tinuité. 

Arrêtons-nous aux propriétés des dérivées (par rapport aux 
coordonnées cartésiennes) du potentiel de couche simple. Si sa den- 
sité est de classe C7: 6, alors les valeurs limites des dérivées (par: 
un chemin non tangent) existent, et dans le cas où € C2: À elles. 
se trouvent prolongeables par continuité sur la surface. 

Citons EN le résultat suivant. Soit S € A4 (@), fE 
ECrB(«>B> 0). Dans ce cas toute solution des équations inté- 
grales (29.1), Ge 3) : (29.6) appartenant à la classe L, est également. 
de classe C7: P (S) *). Il découle de ce qui vient d' être dit que si 
S E Ta (a) et f EC! B, la résolution des équations intégrales con-- 
duit alors à celle du problème aux limites dans sa position clas- 
sique. 


$ 33. Méthodes approchées de résolution des 
équations intégrales des problèmes fondamentaux spatiaux 


Abordons le calcul numérique des équations intégrales étudiées: 
plus haut. Décrivons le schéma de calcul servant à la résolution des. 
équations intégrales (29.1), (29.3), (29.6) par la méthode des appro- 
ximations successives (cf. P. Perline [10]). Conformément aux prin- 
cipes généraux exposés au $ 10, divisons la surface S en domaines S;. 
G = 1, 2, , N), dont les sommets seront désignés par gq; (i — 
—"1; 2. RER °n) et les points centraux par g; (j = 1, 2, ..., 
Rappelons que nous avons convenu d'appeler les points g; points. 
d'appui et les points q; points nodaux. Le calcul des relations de- 
récurrence (31.16) est effectué à l’aide des représentations régulières. 
(31.17) et (31.18). 

Nous représentons chaque terme de la somme intégrale respective- 
ment sous la forme 


dé 

{D TE (as di) [pas (9) — qu (al) À, (33.1) 
i=1 
3 

{D (Ti (gs gi) Pas (gi) — T2 (g3, 9!) Pn (GQ)1} À (83.2) 
i=i 
< > 

{> Lo (gs 9) [Pn-1 (95) — Pn-1 (99) = , (33.3): 


1=1{ 
où AS, est l’aire des domaines S.. 


*) Notons l'article de A. Khvoles [1] dans lequel sont obtenus des résultats. 
analogues pour des contraintes moins fortes. 
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Ces expressions permettent de trouver les valeurs des fonctions 
-@, (g;) en tous les points d'appui. Puis on trouve par interpolation, 
à partir des valeurs des fonctions @, aux points d'appui les plus 
proches, les valeurs de ces fonctions aux points nodaux, après quoi 
la procédure est réitérée autant de fois qu'il le faut. 


Tableau 1 
Valeurs de la densité pour une surface sphérique 
| Do D: Da D3 D: D” D+ | Déxacte | Dexacte 
A |1,000 10,247 10,063 10,015 0,004! - 1,329 | 0,804! -1,312 | 0,807 
R 141,000 10,269 10.064 |0,016|10,004| -1,353 10,784| -1,312 | 0,807 


Considérons les résultats des calculs. Dans le tableau 1 sont 
résumées les valeurs de quelques fonctions vecteurs , (plus précisé- 
ment, leurs valeurs absolues O,), ainsi que leurs valeurs globales 
‘O+ et D- quand la surface $S est une sphère. La surface a été divisée 
au moyen d’un système géographique de coordonnées, en 8 X 8 par- 
ties. Le chargement se ramenait à une pression hydrostatique p. 
Le point À est pôle, le point B est pris à l'équateur. On donne pour 
référence la valeur exacte de la densité. La divergence est due à 
l'inégalité des domaines élémentaires réels. Les calculs ont été 


Tableau 2 
Valeurs de la densité pour une surface sphéroïdale 


45X15 À 1,0000 | 0,0389 0,1185 | -0,0057| 0,0155 
B 1,0000 | 0,3371 0,1069 0,036 | 0,0113 


25X 25 A 1,0000 | 0,0474 | 0,1208 | -0,0034| 0,0158 | -0,0015 
B 1,0000 | 0,03367 | 0,1083 0,0367| 0,0117 0,0040 


effectués pour un coefficient de Poisson v — 0,3. Les valeurs figu- 
rant aux tableaux 1 et 2 sont données en fractions de p. 

Le tableau 2 donne les résultats des calculs pour un sphéroïde 
dont le demi-axe de rotation était deux fois plus grand que le petit 
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demi-axe. Les calculs ont été effectués pour une division de la sur- 
face en 15 X 15 et 25 X 25 parties (à l’aide d’un réseau uniforme de 
coordonnées). Les valeurs des fonctions ®, sont également présentées 
pour le pôle À et un point B de l'équateur. Le chargement se rame- 
nait à une pression hydrostatique p. 

Un moyen d'améliorer la précision a été proposé par S. Stoupak 
qui effectue les calculs des fonctions non en tous les points d'appui 
{comme il est recommandé plus haut), mais uniquement en certains 
de ces points, se laissant guider par leur variabilité réelle sur la 
surface. Après avoir déterminé à ces points « choisis » la fonction 
: (q;). il propose de déterminer par interpolation les fonctions 


®, (q;) en tous les points nodaux et ensuite de réitérer la procédure. 
On peut naturellement décider du nombre et de la disposition de tels 
points au cours de calculs préliminaires. 

Pour le problème d’une sphère l’auteur a pu atteindre une pré- 
cision de 0,2 %. La surface a été divisée en 200 * 100 parties et 
les densités déterminées uniquement en 64 points, de même que 
dans le calcul représenté au tableau 1. 

Ce procédé a été utilisé par S. Stoupak pour la rédaction de son 
programme de résolution d'un problème portant sur un corps de 
revolution de forme arbitraire sollicité par une charge à symétrie 
axiale. Ce programme figure en annexe 1 de l'édition originale du 
présent ouvrage. 

A. Alexandrov [7] a proposé un procédé de résolution des équa- 
tions intégrales (29.3) qui est le développement de son travail [{| 
relatif à la résolution des problèmes plans correspondants. Il a établi 
que dans le cas où la densité du potentiel de couche simple est répar- 
tie uniformément sur un rectangle plan, les valeurs limites de l’opé- 
rateur au point central sont égales à la valeur de la densité (de signe 
contraire). C'est pourquoi, rigoureusement parlant, ce procédé de 
calcul des équations intégrales ne convient qu'aux surfaces polygo- 
nales dont les faces concernées soient des rectangles ou d’autres 
domaines pour lesquels les raisonnements de l’auteur sont valables 
(il est évident que tels domaines sont pour le moins des triangles 
équilatéraux). Dans le cas des polygones curvilignes de forme géné- 
rale, l'application de la formule T,V (p, œ®) = +@ conduit à une 
certaine erreur. 

Ce procédé de calcul d’intégrales singulières permet à l’auteur 
de proposer un schéma qui ramène les équations intégrales (29.3), 
résolues par la méthode d'intégration mécanique, à un système 
d'équations linéaires algébriques. Pour calculer les termes réguliers 
des sommes intégrales on recommande d'utiliser les formules appro- 
chées qu'on obtient en remplaçant la charge uniformément répartie 
par des forces concentrées. Il est proposé en outre de résoudre le 
système obtenu par des approximations successives. 
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Dans ce même article [7] A. Alexandrov envisage le problème 
d’un cube *), sollicité sur deux faces opposées par une charge unifor- 
mément répartie sur tout le carré. Les diagrammes des contraintes 
sont montrés dans plusieurs sections. Toutefois le manque de solution 
exacte empêche d'estimer l'erreur. 

Dans l’article de T. A. Cruse *{1] l'attention est portée sur le 
fait que le potentiel de couche double réparti uniformément sur un 
polygone plan se calcule sous forme explicite pour tout point de 
l'espace (et sur le polygone en particulier). Ce fait permet de proposer 
une méthode approchée de résolution de l'équation intégrale (29.6) 
consistant à la ramener à un système d'équations linéaires (d'ordre 
assez élevé bien sûr). L'application de cette méthode aux problèmes 
concernant des corps délimités par des surfaces non planes, exigeant 
leur remplacement préalable par une surface polygonale, est liée 
à l'introduction d'une erreur notable. L'auteur note que dans le cas 
d'un corps comportant une cavité sphérique et sollicité par une pres- 
sion hydrostatique, l'erreur commise dans la détermination du coef- 
ficient de concentration des contraintes atteint 143 % à cause d’une 
partition non naturelle de la surface. 

Disons que l’auteur lui-même (cf. T. A. Cruse *{[4]) avoua plus 
tard qu'avec les ressources actuelles de l'ordinateur l'hypothèse 
d'une densité constante dans les limites d'un domaine élémentaire 
conduit à une erreur importante. Ce fait l’a pousse à proposer dans 
ce même article une formule d'intégration plus exacte (et plus volu- 
mineuse) admettant une variation linéaire de la densité (en coordon- 
nées locales). Notons également le travail de J. C. Lachat et 
J. O. Watson *[1] effectué dans cette même orientation. 

Pour ce qui est des travaux cités de Cruse et Alexandrov une 
remarque est à faire. Comme on a indiqué précédemment ($ 11), 
la résolution d’une équation de deuxième espèce sur le spectre par 
la méthode d'intégration mécanique est liée à de grandes difficul- 
tés **) du fait que le système est dégénéré. Certes, pour une discrétisa- 
tion appropriée de la surface, des valeurs sensées de la densité peu- 
vent être obtenues. Il est toutefois naturel de s'attendre à une dis- 
persion des résultats lors de la diminution des dimensions des domai- 
nes élémentaires ou simplement lors de la variation de leurs confi- 
gurations. 

Portons notre attention sur un fait de nature purement mathé- 
matique. On a démontré au $ 11 que la solution approchée des équa- 
tions intégrales de Fredholm (non disposées sur le spectre), obtenue 
par la méthode d'intégration mécanique, converge vers la solution 


*) Ici l'accent n'est pas mis sur la spécificité des problèmes due à la pré- 
sence d'’arêtes et de sommets sur la surface. 
**) Si le problème n’admet pas trois plans de symétrie. conditions indispen- 
sables pour que le vecteur résultant et le vecteur moment résultant soient auto- 
matiquement nuls. 
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exacte avec la diminution des domaines partiels. L'obtention d’un 
résultat analogue dans le cas d'équations singulières unidimension- 
nelles exigea beaucoup d'efforts (cf. $ 12). Le problème relatif à la 
convergence de la méthode d'intégration mécanique pour les équa- 
tions singulières dans le cas de deux dimensions et plus reste ouvert, 
alors que la convergence des approximations successives pour les 
équations de la théorie de l'élasticité est démontrée. 

V. Kupradze [4] propose une méthode approchée de résolution des 
problèmes fondamentaux spatiaux de l’élasticité moyennant une 
équation fonctionnelle, obtenue de la formule de Betti 


À TC, 9) TAU (9 dSa— | TÉ(p, QU (a) dSa=0 (14.307) 
S S 


pour tous les points p non situés dans le domaine D pour lequel 
précisément est recherchée la solution. Dans le cas du premier 
problème fondamental on se donne le premier terme et la fonction 
inconnue est le vecteur des contraintes extérieures T,U (q), dans le 
cas du deuxième problème on se donne le deuxième terme et les 
fonctions inconnues sont les déplacements U (q) sur la surface. 

On fixe en dehors du domaine D un nombre défini de points (que 
l'on désigne par p; (i = 1, 2, ..., N) et on exige que l'équation 
fonctionnelle (14.30”) soit vérifiée en ces points. Pour réaliser les 
calculs d’après cet algorithme il est nécessaire de diviser la surface S 
de telle façon que dans les limites de chaque petit domaine S; la 
fonction U (g) (ou F,U (q)) soit une grandeur constante convention- 
nellement donnée. Dans ce cas l'application de telles ou telles for- 
mules d'intégration conduira à un système d'équations algébriques 
par rapport aux inconnues introduites *). 

N. Khutorianski.[1] obtient un système de relations fonction- 
nelles en développant en série les noyaux de l’équation fonctionnelle. 
Il est montré que pour les corps de révolution ce système se décom- 
pose en un ensemble de systèmes indépendants. 

Donnons l'exposition succincte de la méthode proposée par 
V. Kupradze et M. Alexidze [1], qu’ils dénomment méthode des 
séries généralisées. Il faut tout d’abord trouver un système de solu- 
tions linéairement indépendantes des équations de l’élasticité dans 
le domaine D (désignons-les par y; (p)). Ce système doit être complet 
dans l’espace Z, (sur la surface du corps S). Au fait, il est recommandé 
d'élaborer ce système comme suit. On définit en dehors du corps une 
surface S” et dans un ensemble dénombrable partout dense de points, 
désignés comme auparavant par p;, on construit les solutions de 
Kelvin-Somigliana. Remarquons que ce système de solutions satis- 


*) Les questions relatives à la réalisation pratique sont considérées dans les 
travaux de Yu. Vériouzhski [1] et Yu. Vériouzhski, A. Vousatiouk et V. Savitski 
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fait aux exigences formulées plus haut. Puis on effectue l’orthonor- 
malisation de ce système de fonctions sur la surface du corps. Après 
quoi on considère à nouveau les équations fonctionnelles aux points 
Pi- Les multipliant par des facteurs correspondant au passage du 
système initial de fonctions à un système orthonormé et les ajoutant 
nous obtenons d'emblée les valeurs des coefficients de Fourier pour 
la densité cherchée. Il est démontré que le procédé proposé conduit 
à une solution exacte relativement à la métrique de l’espace L. 
(c'est-à-dire en moyenne). 

Le problème du calcul des contraintes et des déplacements, con- 
naissant la solution de l’équation intégrale, s'avère de grande impor- 
tance. Evidemment, la résolution de ce problème ne présente pas de 
difficultés pour les points internes du corps puisqu'il se ramène au 
calcul des intégrales régulières correspondantes. 

Envisageons tout d'abord la détermination des contraintes dans 
le cas de la résolution du problème II à l’aide d’un potentiel de 
couche simple. Les déplacements à la surface se représentent par une 
intégrale impropre et, comme ont montre les calculs de N. Andria- 
nov [1], sont déterminés avec une erreur plus grande que celle com- 
mise pour la densité si l’on utilise (comme on l'aurait voulu) la 
discrétisation de la surface qu'on utilisait pour la résolution de l’équa- 
tion intégrale. On recommande d'opérer une subdivision de la sur- 
face, fixant aux points correspondants les valeurs de la densité déter- 
minées par interpolation. On conçoit que la subdivision ne doit être 
effectuée qu'au voisinage du point auquel on détermine le déplace- 
ment. 

Pour la détermination des contraintes on propose le procédé sui- 
vant. Au point considéré de la surface on mène la normale et on 
détermine en divers points de cette normale la composante du tenseur 
des contraintes en faisant le calcul de l'intégrale des dérivées cor- 
respondantes du noyau (un procédé analogue est utilisé dans l’article 
de P. Perline, V. Samarov {1]). Ces calculs exigent de même une 
subdivision de la surface afin d'assurer la précision qu'on s'ést donnée 
dans la détermination des contraintes. Il faut ensuite par extra- 
polation polynomiale passer à la valeur sur la surface (plus en détail 
cf. $ 36). 

Au cours de la résolution du problème I (à l’aide d'un potentiel 
de couche double), il est indiqué de déterminer les déplacements sur 
la surface uniquement dans le but de contrôler la précision de Ja 
solution aux points différents des points nodaux ou des points 
d'appui. Aux points suffisamment proches de la surface on peut uti- 
liser des représentations analogues aux représentations régulières 
(31.17) : 


U(p)= | Ti(p, g)lp(a)—@(a'}dS;—ag(qh (33.4) 


S 
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où g’ est un point de la surface $S, proche de p, et les coefficients: 
a = 0 dans le problème extérieur et &« = 2 dans le problème inté- 
rieur. Comme auparavant, on conseille de déterminer les contraintes 
à l’aide d’une procédure d’extrapolation (cf. $ 36) réalisant dans ce 
cas une subdivision plus fine de la surface dans le domaine corres- 
pondant. 

Dans le cas où pour la résolution du problème on fait appel à l'é- 
quation (29.6), il faut déterminer le second membre avec la pré- 
cision nécessaire. De l'information rapportée précédemment sur le 
calcul des déplacements à partir des densités données (calcul d'un 
potentiel de couche simple) découle que le calcul du second membre- 
exigera une partition beaucoup plus fine que la partition première. 
utilisée pour la recherche de la solution de l'équation intégrale 
même. Quant aux contraintes, il sera probablement plus rationnel 
de les trouver par extrapolation. 

Signalons quelques possibilités complémentaires apparaissant 
au cours de la résolution des équations intégrales par la méthode des: 
approximations successives. Supposons qu'on résout le problème 
d’un corps de révolution pour des conditions aux limites sans symé- 
trie axiale (cf. N. Andrianov [1]), qui représente le cas général du 
problème spatial. Remarquons que dans le cas où les conditions aux 
limites présentent, elles aussi, une symétrie axiale, la procédure de 
résolution se réduit considérablement puisqu'il est suffisant de 
déterminer la densité cherchée  (p) sur l’un des méridiens et de la 
transporter sur toute la surface avec des modifications évidentes. 

On propose l’organisation suivante du programme de calculs. 
(Le programme pour une surface cylindrique est présenté en annexe 2 
de la version originale du présent ouvrage). Supposons qu'on calcule 
la matrice | (p, g) correspondant à certains points p et q de la sur- 
face. Avant de passer à la matrice FT (p, qg*), où le point q* est 
généralement un point voisin du point q, on construit la matrice 
T (p,, g) où les points p, et q, sont obtenus des points p et q par 
rotation d’une division. Il est aisé de voir que les éléments de cette 
matrice | (p,, q.,) s'obtiennent des éléments de la matrice F (p, q) 
encore conservés dans la mémoire de l'ordinateur. Cette procédure 
est réitérée jusqu'à réalisation d’un tour complet autour de l’axe de 
rotation, après quoi seulement on calcule la matrice FT (p, g*). 

Pour déterminer les éléments des matrices on recommande égale- 
ment d'utiliser la relation T;,(p, q) = (—1)'* T;; (p, qg') où le 
point g’ est l’image-miroir du point g par rapport au plan passant 
par l’axe de rotation et le point p. 

Un autre avantage de la méthode des approximations successives 
consiste en ce qui suit. Supposons qu'il faut résoudre les problèmes 
pour un corps quelconque et un certain ensemble de conditions aux 
limites. En général, ceci exigerait des calculs réitérés. Dans notre cas 
on peut, après avoir calculé telle ou telle matrice F (p, q) et le terme 
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de la somme intégrale qui lui correspond, calculer immédiatement 
ce même terme pour le deuxième problème et ainsi de suite, se 
<onformant seulement aux ressources de l'ordinateur. 

Passons au cas des problèmes à symétrie axiale. Il est clair que 
la solution de l'équation intégrale (dans un système de coordonnées 
cylindrique) ne dépendra pas de la coordonnée angulaire. On a évi- 
demment les égalités: 


Pr = Pr (Tr, Z) COS p,  Py = p. (r, z) sin p (33.5) 


En calculant les sommes intégrales on effectuera la sommation le 
Jong des parallèles. Il est parfois possible (S. Stoupak [1]) de mettre 
en facteur, dans les intégrales, cos p et sin . Ceci permet de réduire 
notablement l'information à manipuler dans les calculs des ité- 
cations, de sorte qu'on peut faire entrer toute l'information néces- 
saire dans la mémoire opérationnelle de l'ordinateur. Cette circonstance 
fait que le calcul des itérations suivantes est extrêmement rapide. 

Dans le cas où la surface S est une sphère on peut chercher la 
solution des équations intégrales sous la forme d’une série suivant les 
polynômes adjoints de Legendre, faisant appel à l’ensemble complet 
des solutions particulières du problème de la théorie de l’élasticité 
pour les domaines D* et D- (cf. A. Lourié [1]). Considérant le couple 
correspondant de solutions (pour les problèmes extérieur et intérieur) 
comme engendré par un même potentiel de couche simple ou double, 
on arrive, en utilisant les théorèmes limites, à des expressions expli- 
cites des densités et donc à la solution des équations intégrales sin- 
gulières. Ce procédé a été appliqué par P. Perline [4] et P. Perline 
et S. Stoupak [1] à une étape définie de la résolution des problèmes 
concernant des corps délimités par deux surfaces. 

Notons en conclusion que dans le cas d’une sphère la sommation 
des solutions en séries peut être réalisée sous forme explicite (cf. 
D. Natroshvili (11). Dans ce travail l’auteur a pu faire la sommation 
des séries obtenues des considérations analogues, ce qui l’a conduit 
à une forme explicite de la solution. 

À la différence du problème spatial, le calcul du problème plan, 
qui se ramène à des équations singulières unidimensionnelles,. n’est 
pas lié à des difficultés de principe. Comme on a noté au $ 12, les 
intégrales singulières unidimensionnelles peuvent être calculées 
directement par des formules de structure assez simple. D'autre part, 
le caractère spécifique des intégrales singulières figurant dans les 
équations (29.19) et (29.20) permet d'utiliser également des repré- 
sentations régulières. 

Dans l’article [1] F. J. Rizzo propose une méthode de calcul nu- 
mérique de l'équation intégrale (29.20) *). Le contour d'intégra- 

*) Remarquons qu'antérieurement une méthode de résolution des équations 


intégrales singulières de N. Kakhniashvili [1] a été proposée dans l’article de 
A. Alexandrov [1]. 
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tion est divisé en un certain nombre d'arcs par les points t,. Un 
point note {;, également éloigné de #, et {,+,, est choisi sur chacun 
de ces arcs. Les déplacements U (t) sont supposés constants dans les 
limites de chacun des arcs et attribués au point correspondant tf. 
On calcule l'équation intégrale en égalant les premier et second 
membres en tous les points t?{. Les valeurs des termes singuliers, 
nécessaires pour cela, sont trouvées sous forme explicite (élémen- 
taire), puisque l'arc #4, t,+, Se remplace par la ligne brisée t,, t?, 
+, et qu en fait on calcule l’angle entre £,, tj et tÿ. t,:,. Les termes 
réguliers, eux, sont trouvés à l’aide de la formule de Simpson. 
Dans le travail de Rizzo sont donnés des calculs pour une série 
de problèmes. En particulier, le problème d'un cercle sollicité par 
une pression normale qui dépend de l'angle polaire suivant la loi 
N = P cos* w est envisagé. Le cercle a été divisé en 12 et 24 arcs 
égaux. Le point { correspondait à l angle @ = 0. Les valeurs de 
l'erreur relative À, et A. (en fractions du déplacement maximal) *) 
aux points d un quadrant sont représentées dans le tableau 3. Le 
coefficient de Poisson v = 0,25. 
Tableau 3 


Erreurs de calcul des déplacements dans le cas d’un cercle 
pour n—12 et n —24 


n = 12 n = 2# 
Points Points 
At ào Ai Aa 

1 0,0482 0,0000 { 0,0268 0,0000 

2 0,0185 0,0211 
2 0,0003 0,0601 3 O.UHUN) 0,.0313 

4 0,0184 0,0258 
3 0,0519 0,0165 5 0,0261 (,0091 

6 0,0184 0,0085 
A 0, 0000 0.0317 7 0,0000 0.0157 


Le problème d’un rectangle, dont les côtés se rapportent comme 
1 : 8, est également envisagé. La charge représentait une pression 
uniforme appliquée sur les petits côtés. Le contour a été partitionné 
en 48 tronçons égaux, en évitant que les points centraux tombent 
aux angles. Le point # est choisi au milieu du petit côté. Les erreurs 
des déplacements (A, et A.) aux points d'un quadrant sont repré- 
sentées dans le tableau 4. Le coefficient de Poisson v = 0.2. 

Les questions concernant la résolution effective des équations 
singulières (29.21) par la méthode d'intégration mécanique moyen- 
nant des polynômes d'interpolation sont étudiées par Yu. Kopei- 
kine, M. Aliaoutdinov et Yu. Bormot [1]. 


*) Il s'agit des projections des déplacements sur les directions q = 0 et 
o = x/2. L'erreur est déterminée à l’aide de la solution exacte. 


16-0340 
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Tableau 4 
Erreurs de calcul des déplacements pour un rectangle 
Points à: 42 | Points A1 | Aa 
1 0,0036 0,0000 5 0,0033 0,0138 
2 0,0026 0,0015 6 0,0013 0,0126 
3 0,0050 0,0058 7 0,0005 0,0118 
A 0,0102 0,0138 8 0,0000 0,0115 


Envisageons les particularités de résolution des équations inté- 
grales de l’élasticité quand le coefficient de Poisson est proche de 
0,5. En posant dans les équations intégrales mêmes + = 0,5, on 
obtient des équations qui coïncident avec les équations traduisant 
l'écoulement linéarisé d’un liquide incompressible visqueux. obte- 
nues et étudiées par F. K. G. Odqwist *[1]. Il est montré que ces 
équations possèdent les mêmes propriétés spectrales que les équations 
(29.1) et (29.3) et, d'autre part, le point À = 1 est pôle simple. 
Pour l'équation du deuxième problème fondamental extérieur, la 
fonction propre est connue, c’est une fonction vecteur dirigée suivant 
la normale à la surface et de même longueur: @* (g) = Cn. Souli- 
gnons que l’étude directe des problèmes de l’élasticité pour un milieu 
incompressible ne peut être conduite à l’aide des équations inté- 
grales (29.1) et (29.3) dans lesquelles on pose v = 0,5. Toutefois il 
est utile de prendre en compte les propriétés de ces équations lors- 
qu'on étudie le comportement de la solution pour des valeurs de v 
proches de 0,5. 

Comme pour un milieu incompressible le point À = 1 est pôle 
de la résolvante, il est clair qu'en se rapprochant de la valeur 0,5 
la convergence des algorithmes décrits plus haut s’empire (puisque 
le second pôle de la résolvante tend vers 1). Dans le cas du pro- 
blème II* on obtient aisément une représentation convergente. Il 
est suffisant pour cela d'utiliser la méthode d'élimination du pôle 
de la résolvante décrite au $ 10 (méthode du produit). Dans ce cas 
pour v = 0,5 la série 


p (9) = 0,5@ (9) + 0,5 [ps (9) — 1 (9)l — 0,5 [ps (9) — pe (9)] + 
+ 0,5 [pa (9) — pa (9) —... (336) 


s'avère convergente. Il est clair qu'elle sera convergente également 
pour les valeurs de v proches de 0,5. Aussi est-il évident que la 
recherche de la solution à partir de (33.12) exigera pour la réalisa- 
tion une discrétisation beaucoup plus grossière que celle qui est 
nécessaire pour la construction de la solution à partir de la série 
(10.2). 
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P. Perline, S. Stoupak et A. Novikov [1] proposent une méthode 
de résolution du problème I1-. On commence par résoudre, par appro- 
ximations successives, le problème aux limites initial pour v = 0,5. 
Le processus de récurrence conduit à une fonction propre (cf. $ 10), 
et elle est connue d'avance. C’est pourquoi pour une discrétisation 
suffisamment fine et un nombre nécessaire d’itérations on trouve la 
valeur de la constante correspondante C. On considère ensuite le 
problème avec les conditions aux 
limites pour lesquelles la solu- Xs 
tion en contraintes est connue. 
Dans ce cas également on déter- 
mine une certaine valeur de la 
constante C,. Retranchant à pré- 
sent de la solution du problème 
considéré celle du problème 
auxiliaire multipliée par C/C, 
on obtient de toute évidence un 
alcorithme convergent. 

Aussi est-il recommande, pour 
resoudre le problème II- concer- 
nant un milieu proche dun 
milieu incompressible, de trans- 
former les conditions aux limi- 
tes comme on a indiqué. L'’algo- 
rithme converge alors pour une | 
discrétisation beaucoup plus gros- ; 1pe he RER en he 
sière que celle qui est nécessaire 
pour le calcul direct du problème. 

Notons qu'il existe une classe de problèmes de l’élasticité pour 
lesquels il est possible, par superposition de certaines solutions par- 
ticulières, d'élever de façon notable l'efficacité de leur résolutiom 
par la méthode des équations intégrales (cf. P. Perline, A. Novikov 
[1]). Considérons le problème à symétrie axiale d'un cylindre de 
rayon À? comportant une cavité sphérique de rayon r (fig. 17) sollicité- 
de l’intérieur par une pression hydrostatique de valeur unité. Le- 
calcul direct de ce problème dans le cas où r est proche de R est diffi- 
cile du fait qu'il exige une discrétisation très fine du contour au voi- 
sinage des domaines de rapprochement (sur le plan de symétrie) et 
un nombre important d'itérations. 

Un procédé modifié consiste à superposer, à la solution cherchée. 
la solution 


r3 (RS — p3) rs (2p3-° RS) 


Op — — p3 (R3— r5) ? Go Ou — 5p3 (R3—r3) 


correspondant au problème d'une boule creuse de rayon extérieur À 
et de rayon intérieur r sollicitée sur sa surface intérieure par une 


16* 
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pression de valeur unité. La levée de la charge de la surface inté- 
rieure fait apparaître certaines contraintes sur la surface extérieure 
(extrémités et surface cylindrique). La différence entre le problème 
initial et le problème modifié consiste en ce que dans le premier cas 
les contraintes dans la section menée suivant le plan de symétrie 
augmentent avec la diminution de À —r, puisque 


| C33 d6 — np”, (33.7) 
S 


où S est la surface de la section transversale (7, = 0), alors que dans 
le deuxième cas la même intégrale s’annule, de sorte que les con- 
traintes doivent s'affaiblir avec la diminution de R — r. 


Fig. 18. Erreurs de calcul de la composante 6::. 


Les résultats des calculs qu'on a effectués pour estimer l'erreur 
sur les contraintes 64, suivant le rayon (les dimensions du corps sont 
indiquées sur la fig. 17, v = 0,3) sont donnés sur la fig. 18. Les 
courbes I, II, III traduisent les solutions du problème dans sa posi- 
tion initiale, avec 40, 80 et 100 points respectivement sur une moitié 
de section méridionale et pour 40, 80 et 120 itérations, et les cour- 
bes IV et V représentent les solutions obtenues en utilisant le pro- 
cédé proposé plus haut. A la courbe IV correspondent 40 points et 
40 itérations, à la courbe V, 80 points et 5Ù itérations. L'erreur est 
celle de la solution élaborée à l’aide du procédé qu’on propose pour 
un choix de S0 points et l'accomplissement de 80 itérations. Dans 
ce cas l'erreur de calcul de l'intégrale (33.7) ne dépassait pas 


9 %. 
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$ 34. Problèmes de la théorie de l’élasticité 
pour des corps délimités par plusieurs surfaces 


Soit le domaine D délimité par plusieurs surfaces S,, S,, ... 
... 9m disposées en dehors les unes des autres, sauf la surface S, 
qui englobe toutes les autres et peut éventuellement faire défaut. 
Résoudre le problème de l’élasticité pour le domaine D quand sur les 
surfaces S; sont données des conditions de type quelconque. 

Si sur toutes les surfaces sont donnés les déplacements, nous 
cherchons la solution sous forme de potentiel de couche double de 
première ou seconde espèce, et si les contraintes, nous la recherchons 
alors sous forme de potentiel de couche simple. Dans ce cas nous 
aboutissons à des équations intégrales que l'on peut représenter sym- 
boliquement sous la forme des équations (29.1) à (29.3), si S 
est utilisé pour l'ensemble des surfaces et les équations sont 
considérées sur chaque surface. De la sorte on élabore en fait un 
système d équations intégrales pour toutes les densités œ; (q) (l'in- 
dice de la fonction correspond à l'indice de la surface). Le paramètre 
+ est 1 dans le problème Ï et —1 dans le problème Il. 

Remarquons que les formules de Betti démontrées au $ 16 sont 
automatiquement cénéralisées au cas considéré. ce qui conduit à 
l'extension de divers résultats concernant les propriétés spectrales 
de ces équations (cf. $ 31) (toutes les valeurs propres sont réelles et 
en module inférieures à l'unité). Dans le cas d'équations singulières, 
les alternatives de Fredholm sont évidemment applicables, puisque 
les opérateurs complémentaires sont entièrement continus. La prin- 
cipale difficulté est due à une structure plus complexe de Îa résol- 
vante au voisinage de v = +1. 

Pour effectuer l'étude appropriée des équations que l'on appellera 
par la suite (29.1) à (29.3) introduisons en considération le problème 
auxiliaire (associé). c'est-à-dire le problème pour le domaine D’ 
constitué des domaines D5, D, .... D}. Quoique ce problème se 
décompose en problèmes aux limites élémentaires. indépendants, sa 
considération par la donnée simultanée sur toutes les surfaces des 
densités de tels ou tels potentiels présente de l'intérêt puisqu'elle 
conduit aux équations intégrales adjointes. 

Supposons donnés les déplacements sur les surfaces S;. Il existe 
alors pour l'équation (29.1) que pour l'équation (29.2) les solutions 
non triviales des problèmes homogènes. qui s'écrivent 


Po(g) =0, (gg —=C; G—=1,2,..., m), (34.1) 


où C'; sont des vecteurs constants. 

I] découle des théorèmes d'unicité que d’autres solutions (liné- 
airement indépendantes) ne peuvent exister. Par conséquent les 
équations (29.1) et (29.2) sont, en général, non résolubles. 


246 EQUATIONS INTÉGRALES DES PROBLÈMES FONDAMENTAUX SPATIAUX [CH. VI 


Pour en venir à des équations régulières résolubles D. Sherman 
a proposé une modification de la représentation des déplacements, qui 
est le développement du procédé d'étude du problème de Dirichlet 
(D. Sherman [8]) traité par lui antérieurement. L'auteur introduit 
dans la représentation des déplacements les termes 


T'(p, ps) | @s (9) dS4, (84.2) 
Sj 


où les points p;, sont choisis arbitrairement dans les domaines D\. 
L'équation résoluble de façon unique prend alors la forme 


m 


(—vX [TE (2) d8e+ À T(9, pn | @5(a")d8x 0 
3=0 S; = 1 S} 


(qES;) (i=0,1,2,...,m). (34.3) 


Il découle du théorème d’unicité que la solution (34.3) (notons-la 
o* (g)) vérifie l'équation fonctionnelle homogène qu'il convient 
d'écrire sous la forme 


v [TE (p, a) 68(g) dSe=v D | TE (p, 9) gi (a) dSa+ 
Se j=18; 


+ D T2(P, ps) [ gi (a) dSa (pED). (34.4) 


> 


j=1 S; 


Dans les équations (34.4) le sens positif de la normale est choisi vers 
l’extérieurédu corps. Désignons par U, (p) l'expression du premier 
membre et par U, (p) l'expression du second membre. Chacune 
d'elles peut être considérée dans le domaine D5 également, Les 
déplacements U, (p) admettent une discontinuité sur la surface 
S'y les valeurs limites de l'opérateur  coïncident. Pour les déplace- 
ments UV, (p) la surface S, n’est pas une surface particulière. Comme 
d’après (34.4) les valeurs limites (de l’intérieur) de l'opérateur N 
de U, (p) et VU, (p) coïncident, alors coïncideront ses valeurs limites 
de l'extérieur, ce qui entraîne l'égalité des déplacements U, (p) 
et U, (p) dans le domaine D5. De la continuité des déplacements 
U, (p) lors du passage à travers S, découle la nullité de la fonction 
5 (a). 

En tenant compte de ce qui vient d’être dit, récrivons l'équation 
fonctionnelle (34.4) pour l'indice à choisi de façon arbitraire sous 
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la forme 


v Ü T2! (p, o) @t (a) dSa+ L'(p, pi) À gt (9) dS4 = 
$, S 


——v D (TE (p, 9) of (a)2S— 
j=i, j#iS, 


— Z re. pn | #5 (@ 484 (pPED). (34.5) 


L'expression du premier membre peut être étendue à tout le 
domaine D;, l'expression du second membre, aux domaines D 
et Di. Puisque dans le domaine D ces expressions coïncident, elles 
se prolongent réciproquement par continuité et représentent une 
fonction unique vérifiant les équations de Lamé dans tout l’espace 
et donc nulle. Récrivons l'égalité démontrée 


! TE! (p, 9) gt (9) dSe+T(p, pi) | gt (a) dSa=0 (PE D). 
î 8; 


Son premier terme décroît à l'infini comme R-°, son second terme 
comme R-!. Donc ces deux termes sont nuls, autrement dit 


À TE (p, 9)gt (g) dSa= | gt(n)dS5=0 (PEDN. (84.6) 
S4 i 


Considérons maintenant le potentiel | Til(p, q) pi (q) dS4 dans 
Se 

le domaine D*.L'hypothèse de la continuité de l'opérateur entraîne 
que ce potentiel ne peut admettre qu'une valeur constante qui en 
vertu de (34.6) doit être nulle. Ces raisonnements montrent que la 
fonction qi (g) s’annule. Le choix de l'indice étant arbitraire, nous 
avons démontré que la fonction œ* (q) est identiquement nulle. Par 
conséquent, l'équation intégrale (34.3) est toujours résoluble. 

Arrêtons-nous à la résolution du problème I à l’aide de l’équa- 
tion intégrale singulière (29.2). Dans l’article de T. Bourtchouladze 
[1] qui représente la généralisation de l'approche à la résolution du 
problème de Dirichlet développée dans l’article de \. Kupradze 
{1] il est proposé de rechercher les déplacements sous la forme 


U(p)=Ù \{P2(p, g9)—T (p, g)}p1 (a) dSa, (34.7) 


j-08; 
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ce qui conduit à l'équation intégrale singulière 


m 


p(g9—v \ ÉTÉ (a, g')—T' (9, g')}@5 (q') dSa = F (q) 
J 


j=U 
(ES:) (i=1,2,...,m). (34.8) 


Cette équation diffère de l'équation (29.2) seulement par un terme 
régulier et c’est pourquoi les alternatives de Fredholm restent appli- 
cables. 

On étudie l'équation (34.8) à l'aide du cinquième problème fonda- 
mental de la théorie de l’élasticité (d après la terminologie adoptée 
dans l’article de V. Kupradze, T. Guéguélia [1]) quand est donnée 
sur les surfaces frontières la relation 


T,U (g) + © (g) U (q) = f (a), (34.9) 


où O—=||o0z;|| (k, j—=1, 2,3) et la forme D OnjTaÿ) est définie 
positive. 

Nous rechercherons la solution de ce problème pour le domaine D’ 
en représentant les déplacements sous forme de potentiel de couche 
simple. Pour des conditions aux limites homogènes on parviendra 
alors à une équation singulière, associée à (34.8). Soit #* (g) sa 
solution non triviale et V (p, #*) le potentiel correspondant. Du 
théorème d'unicité appliqué au cinquième problème fondamental 
découle la nullité de ce potentiel dans les domaines D et Di. La 
continuité du potentiel de couche simple entraïnera son égalité 
à zéro dans le domaine D, d'où la démonstration du fait que l’équa- 
tion associée homogène ne possède pas de solutions non triviales. Par 
conséquent, l'équation (34.8) s'avère toujours résoluble. 

Ces approches permettent de considérer, en tant que cas parti- 
culier, le problème I- (quand on a une seule surface S$,). 

Il convient de noter que la question de la convergence de la 
méthode des approximations successives pour les modifications con- 
sidérées plus haut reste ouverte, puisqu en réalité on a en général 
affaire à de nouvelles équations intégrales. 

Dans l’article [2] N. Muskhelishvili propose une méthode de 
recherche des équations intégrales pour le problème de Dirichlet 
qu'il est aisé d'étendre aux problèmes de l'élasticité. Au lieu du 
problème initial il considère un problème modifié, admettant que 
les déplacements aux frontières sont déterminés à un déplacement 
rigide arbitraire près de chaque surface S,. Les représentations des 
déplacements sont complétées par des termes de forme F (p, ps) C», 
où les vecteurs constants C, doivent être déterminés. Des opérateurs 
intégraux complémentaires tels que leurs noyaux s'’annulent, quand 
les points p et g appartiennent à des surfaces différentes. sont intro- 
duits dans les équations qu'on obtient. Quand les arguments sont 
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situés sur une mème surface, les noyaux représentent une matrice 
constante. Les équations intégrales ainsi obtenues sont toujours réso- 
lubles. A la dernière étape il faut déterminer les constantes C, de 
telle sorte que le problème modifié coïncide avec le problème initial, 
ce qui conduit à un système toujours résoluble d'équations algébri- 
ques. La structure des termes complémentaires est telle que toute 
solution de l’équation modifiée est solution de l'équation initiale. 
Dans ce même travail de N. Muskhelishvili [2] il est montré que les 
valeurs propres sont en module supérieures à 1, de sorte qu'il est 
possible de résoudre les équations par la méthode des approximations 
successives. 

Passons à la considération du deuxième problème fondamental. 
L'équation homogène (associée à l'équation (34.3)) représente une 
équation intégrale, qui peut être obtenue en résolvant simultané- 
ment le premier problème fondamental pour les domaines du système 
D” prenant les déplacements sous forme de potentiel de couche double 
de première espèce et les admettant nuls sur les frontières. Les 
déplacements eux-mêmes seront évidemment nuls. tandis que grâce 
à la continuité de l'opérateur des contraintes les déplacements dans 
le domaine D, engendrés par ces potentiels. peuvent étre assimilés 
à un déplacement du corps en tant que tout rigide. Par conséquent, 
une solution non triviale de l'équation associée existe et elle est 
élémentaire. On peut montrer également quelle est unique (cf. 
T. Burtchuladze {1}). Donc. les équations intégrales (34.3) s'avèrent 
résolubles quand les conditions d'orthogonalité. qui. comme dans 
le problème II1*, expriment l'égalité à zéro du vecteur résultant et du 
vecteur-moment résultant des forces extérieures. sont réalisées. 
Remarquons que dans le cas où la surface S, fait defaut. le problème 
est toujours résoluble. 

On peut résoudre l'équation (34.3) par la méthode des approxi- 
mations successives sous forme modifiée (par exemple (10.7)) en 
redéveloppant (10.2) en série entière dans le plan v par rapport à un 
point quelconque. situé entre v — 0 et v — —1. Pour répondre à la 
question de savoir s'il est possible de la résoudre directement (i.e. 
sous forme de la série (10.1)), il faut faire son étude quand v = 1, 
c'est-à-dire pour les domaines du système D’. Il est évident que les 
équations intégrales correspondant à cette classe de problèmes 
admettront des fonctions propres qu il est aise de trouver puisqu'elles 
répondent au déplacement indépendant des surfaces S; (j = 1, ... 
..., m) en tant que tout rigide. Pour éliminer les pôles de la résol- 
vante au point v = 1 il faut exiger que soient réalisées les conditions 
d'orthogonalité pour chacune des fonctions propres, ce qui équivaut 
à la condition d'égalité à zéro du vecteur résultant et du vecteur- 
moment résultant des forces extérieures exercées sur chaque surface. 
Cette contrainte sur la généralité des conditions aux limites est. 
purement apparente puisque la transformation la plus élémentaire 
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conduit à leur réalisation (moyennant la superposition à la solution 
cherchée des solutions pour les forces concentrées et les moments 
sollicitant les points des domaines D";). 

La généralisation à la théorie de l’élasticité de l'approche à la 
résolution du problème de Neumann proposée par N. Muskhelishvili 
[2] conduit à des conclusions analogues sur la possibilité de résoudre 
directement les équations (34.3) par la méthode des approximations 
successives. Il s’avère également possible de résoudre par cette 
méthode les équations intégrales modifiées de façon correspondante 
en imposant à la charge les conditions indiquées. 

Naturellement, la résolution des problèmes spatiaux de l’élasti- 
cité dans le cas de plusieurs surfaces frontières est conduite de la 
même manière que dans le cas d’une seule surface (en utilisant des 
représentations régulières), mais, bien entendu, les ressources de 
l'ordinateur doivent être beaucoup plus importantes. Le manque 
à l'heure actuelle de calculs par des méthodes de ce genre ne permet 
pas de juger de l'efficacité de ces approches. De toute évidence, il 
faut s'attendre à ce qu'avec la diminution de la distance (locale ou 
globale) entre les surfaces, il faudra non seulement augmenter le 
nombre d’itérations, mais aussi utiliser une discretisation de plus 
en plus fine de la surface. 

Il est facile de se représenter l'élaboration des équations inté- 
grales quand sont données sur la surface S ; des conditions aux limites 
de différents types. 

Arrêtons-nous sur une autre méthode de résolution des problèmes 
pour des corps délimités par deux surfaces, qui a été proposée par 
P. Perline [2, 5] et qui est la généralisation au cas spatial de la mé- 
thode de D. Sherman [12]. Soit un domaine délimité par les surfaces 
S, et S, sur lesquelles sont données les contraintes f, (q) et f, (q). 
Dans ce cas pour l’un des domaines complémentaires. disons pour 
Di, le problème se résout avec la même condition aux limites f, (q). 
Notons %, (q) les déplacements sur la surface S, dus à l’application 
de cette contrainte. Puis introduisons sur S, la fonction auxiliaire 
2. (g) égale au déplacement recherché. On peut montrer que les dépla- 
cements VU, (p) =U (p) + W (p. u), où u (9) = 0,5 [à (g) — à (9) 
vérifient les équations de Lamé dans le domaine D. Résolvant ce 
problème (pour la fonction u (g) conventionnellement donnée) nous 
déterminons les déplacements sur la surface S, ; les égalant à la fonc- 
tion À (q), nous narvenons à une équation intégrale singulière pour 
à (a). 

Les cas où les conditions aux limites sont données sous forme de 
déplacements ou de déplacements et de contraintes sont traités 
sensiblement de la même manière. 

P. Perline [4] et P. Perline et S. Stoupak [1] ont résolu les pre- 
mier et deuxième problèmes pour un domaine délimité par un ellip- 
soïde et une sphère, avant utilisé à cette fin l'appareil des séries. 
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$ 35. Corps homogènes par morceaux 


Nous supposerons tout d'abord qu'un corps élastique illimité, 
dont les constantes de Lamé sont À, et u,, comporte une cavité rem- 
plie d'un milieu élastique avec d’autres constantes, À, et u,. Nous 
désignerons la surface de contact de ces milieux par $ et nous sup- 
poserons que les coefficients de Poisson de ces milieux sont les 
mêmes. On a dans ce cas l'égalité À,/2, = u,/u, = k. Notons U, (p) 
le déplacement dans le domaine D- et U, (p) dans le domaine D*. 

Nous supposerons qu'à la surface S sont remplies les conditions 
suivantes : 


U; (g) — US (g) = Fi (g), (35.1) 
TinU (g) — TonU5 (4) = F2 (q), (35.2) 


et les fonctions F, (q) et F, (q) sont de classe H-L. L indice supplé- 
mentaire (0 ou 1) de l'opérateur des contraintes correspond à l'indice 
des coefficients de Lamé. V. Kupradze, T. Guéguélia et autres [1] 
donnent à ce problème le nom de problème principal de contact. 
Conformément à l’article de P. Perline [7], modifions la posi- 
tion du problème, mettant à profit le fait que les coefficients de 
Poisson des milieux élastiques sont identiques. Remplaçons dans 
l'un des domaines, dans D* par exemple, le milieu élastique par un 
corps avec les mêmes constantes que dans D, tout en conser- 
vant les déplacements inchangés. L'opération est parfaitement 
légitime puisque les équations homogènes de Lamé ne contiennent 
que le coefficient de Poisson. L'équation (35.2) prend alors la forme 


Tin (4) — ATinU0 (q) = F2 (Q), (35.3) 


tandis que l'équation (35.1) reste inchangée. 
Tout d’abord, pour simplifier le problème prenons le potentiel 
de couche double W (p. !/.F,) et considérons les déplacements 


Û, = U, (p) — WP. VF) et U, (p) = Us (p) — W(p, VF). Il 
est aisé de voir que ces valeurs des déplacements vérifient identique- 
ment l'équation (35.1). L'équation (35.3), elle. prend la forme 


TinU à (0) — KT onÙ (0) = P2(9)+ATIW TI W=E,(q). (35.4) 


Ainsi donc, les nouveaux déplacements U, (p) et U, (p) repré- 
sentent des fonctions continues dans tout l’espace et telles que les 
valeurs limites de l'opérateur des contraintes sont liées par la rela- 
tion (35.4). 

Introduisons sur la surface S la fonction auxiliaire @ (q) qu'on 
définit de la manicre suivante: 


TinÙ 1 (9) —Tin 0 (9) = 29 (a). (35.5) 
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Si la fonction œ (q) était connue, la solution du problème se repré- 
senterait sous forme de potentiel de couche simple : 


V(P, @= | Tp, og (9) dSs. (35.6) 
S 


Nous supposerons cette fonction conventionnellement donnée. Déter- 
minant les valeurs limites de l'opérateur des contraintes des diffé- 
rents côtés de la surface S et les portant dans la relation (35.4), nous 
serons conduits à une équation intégrale pour la fonction @ (p): 


PTE | Tito, 7) et) 454 = + Fo). (85.7) 


Des équations de cette classe ont été étudiées au $ 29. Comme v, — 
__1—k 
TO 1+K 

plus, justiciable de la méthode des approximations successives (cf. 

V. Kupradze [3]). La réalisation de cette méthode peut être effectuée 

à l'aide des représentations régulières introduites au $ 31. Le fait 

que le paramètre v, << 1 garantira une convergence rapide et stable 

de l'algorithme. 

Abandonnons maintenant l'hypothèse du corps illimité et sup- 
posons que le corps élastique de paramètres À, et u, est limité par une 
certaine surface S, (on peut supposer de même que le corps élastique 
de paramètres À, et u, est limité de l’intérieur par une certaine sur- 
face S,). Reprenant les raisonnements précédents (compte tenu du 
$ 29), nous parvenons à un système d'équations intégrales singu- 
lières 


gg) ve | Lio. ge) dSu + | Di, gs (7) Sa = 
S S1 


<< 1, l'équation (35.3) s'avère toujours résoluble et. de 


= Hp F0 (1ES), (35.8) 
i (g) + | Pig, 9°) (q") dSe + | Pig, q')piq") Sa = 
S Si 


= F,(g) (4€ Si). (35.1) 


Plus haut on supposait données sur la surface S, les contraintes F,(q), 
ce qui dictait le choix de la représentation de la solution sous forme 
de potentiel de couche simple. Les équations (35.8) et (35.9) ressem- 
blent aux équations obtenues au $ 34 pour un corps délimité par 
deux surfaces. 

On peut aborder le calcul des équations intégrales (35.7) en par- 
tant des équations fonctionnelles générales pour un milieu homogène 
par morceaux, valables pour le cas de différents coefficients de Pois- 
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son également (cf. V. Kupradze [3]). Notons qu'en s'appuyant sur 
ces équations l'auteur a démontré la résolubilité des problèmes physi- 
ques initiaux. 

Passons à la considération du cas général (cas de coefficients de 
Poisson différents) et supposons qu'on a un domaine D, délimité 
par des surfaces régulières S, (nr = 0, 1, 2, ..., m), dont l'une, S,;, 
englobe toutes les autres. Le domaine D est rempli d'un milieu élas- 
tique dont les constantes de Lamé sont À, et u,, et les domaines D, 
disposés à l’intérieur des surfaces S,, de milieux avec pour constantes 
de Lamé À, et , (7 = 1, 2,..., m). Des conditions de type (29.1) 
et (29.2) sont réalisées sur les surfaces de contact ; sur la surface S, 
sont données les conditions du premier ou du second problème fonda- 
mental. Désignons sur les surfaces S, les vecteurs des contraintes par 
+: (qg)et les vecteurs des déplacements par U* (q). Appliquons, comme 
l'ont fait F. J. Rizzo et D. J. Shippy * [1], à chacun des domaines 
D, la relation (31.5) découlant de la formule de Betti (dans sa for- 
me générale et modifiée au cas de plusieurs surfaces). Nous obtenons 


alors 


TV; (— | Fl(q, g')U3(q')dSy = | l'(g, g'tn(g')dS(n < m), 


n Sn 


Y'; (a) r T1(g, g')U3(q'") dSor — 


m 


“n > | T1(q, qg')U;5(q°) dSs — | T(9, q')U5(q')dSe = 
So 


J=1i S} 


] 
M: 


| '(q, g°)€5 (q°) dSy + 


+ TG a)t(a) Sa (n=1, 2, ..., m), (85.10) 


So 


(+ D [ TE, a) U5 (a) dS&— 


J=i Sÿ 


— | Tl(g, q')U5(q) = | '(g, g’)t0(q') dSe. 


So So 


Le cran sur 2 signifie l'omission du n#-ième terme. 

Complétons le système obtenu par deux équations de type (35.1) 
et (35.2). Nous obtenons alors finalement un système d'ordre 4m — 1 
qui, grâce à la simplicité des relations (35.1) et (35.2), se simplifie 
d'emblée et se ramène à un système d'ordre 2m + 41. Il est évident 
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que l’abaissement de l’ordre des inconnues peut être réalisé de diffé- 
rentes façons, conduisant aussi bien à des équations régulières 
de première espèce qu'à des équations singulières de deuxième espèce. 

Le cas du problème plan est envisagé en détail dans ce même 
travail. Les auteurs mettent à profit la représentation (29.19). Les 
calculs sont conduits selon le schéma qui est le développement du 
travail de F. J. Rizzo * [1]. Citons quelques résultats énoncés dans 
cet article. Les auteurs ont traité le problème relatif à la détermina- 
tion de l’état de contrainte dans un plan comportant un trou elliptique 


Fig. 19. Lame illimitée comportant une inclusion elliptique. 


dans lequel on insère avec serrage une rondelle elliptique faite dans 
le même matériau (fig. 19). La figure montre la partition du contour 
en arcs élémentaires et le choix de points centraux dans le cas de 
douze tronçons d'arc. 

Les valeurs de l'erreur relative de calcul des composantes du 
déplacement normales au contour (A,) et de la contrainte (A,) aux 
points 1 et respectivement 4, 7, 13 pour un nombre de tronçons nr — 
— 12, 24, 48 sont réunies sur le tableau 5. L'erreur est déterminée 


Tableau 5 


Erreurs de calcul des déplacements et des contraintes pour un 
plan comportant une inclusion elliptique 


A1 A2 
ROUES 12 °4 18 1 | 24 48 
0,0220 | o.ot1t5 | o0,0055 | o0,1560 | o0.0426 | 0,0113 
4 0,0160 0,0266 
ni 0,095 0,0133 
13 0,0005 0,0066 


par rapport à la solution exacte (cf. D. Sherman [5]) et représentée 
en fractions du déplacement maximal et de la contrainte maximale. 
On adopte dans les calculs le coefficient de Poisson égal à v = 1/3. 
Le serrage a été déterminé par l’agrandissement des demi-axes propor- 
tionnel à leurs dimensions. Le rapportYdes demi-axes est a/b = 2. 
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Les auteurs ont traité également le problème d'une matrice limi- 
tée de l'extérieur par un cercle de rayon À et comportant une pièce 
elliptique (fig. 20). Comme précédemment, la pièce d'inclusion et la 


Fiy. 20. Lame circulaire comportant une inclusion elliptique 


matrice sont de même matériau. Les valeurs des projections. sur 
les axes 1 et 2, des vecteurs des déplacements et des contraintes sur 
la frontière ‘de séparation et la frontière extérieure sont présentées 


2 
2 110987 


Fig. 21. Lame comportant une inclusion carrée. 


dans le tableau 6. Ces valeurs sont données en fractions des déplacc- 
ments et des contraintes maximaux, correspondant au cas où le 
contour extérieur fait défaut (R/a — ©). Tous les autres paramètres 
sont les mêmes qu'au problème précédent. 
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Tableau 6 


Déplacements et contraintes pour un disque avec une pièce 
d'inclusion elliptique 


Points u | Us In | Ta Points| u: Ua On | Ta 
R/a—=2 R'a=5 
1 |0.62710.000| 0.9581 | 0.0000 
4 10,623|10.00010.9115 | 0,0000 = 0.000 10.669| 0.0000 | 0.6369 
2 10,57710.42110.7396 | 0.3414 | ‘ d 
3 10,48110.718|10.4911 | 0.4650 | 
4 10,36S10.920|0.3239 | 0.5065 R'a = 
5 |0,24910.048|10.1983 | 0,5243 
L) > 
6 |0,125|1.121 |0,0968 | 0.5338 à lo.634l0.000! 0.9660 | 0.0000 
7 |0.00|1.14610.0000 | 0.5341 = |o:00011.014| 0:0000 | 06574 
25 |0,217|0.044|0.0000 | 0.0000 ( . 
26 |0,255|0.154 | 0.0000 | 0.0000 
27 10,281 | 0.288 | 0,0000 | 0,0000 Solution exacte (R/a =) 
28 |0,256 10.488 | 0.0000 | 0.0000 
29 10,178|0.585 | 0.0000 | 0.0000 
30 0064 10632 | 00000 | 00000 | 1 |0.61510.000! 1.0000 | 0.0000 
’ 7 |0,00011.000|! 0.0000 | 0.6677 


Les auteurs ont traité en outre le problème relatif à un plan infini 
comportant un trou carré dans lequel est introduite avec serrage une 
pièce de même matériau et de matériau, dont le module d’élasticité 
est trois fois plus grand que celui du matériau principal (fig. 21). 
La partition du contour en segments de même longueur a été réalisée 
de façon que le premier point central soit le plus proche de l’axe de 
symétrie (sans coïncider avec celui-ci). Il est exigé en outre que le 
point anguleux ne soit pas point central. Sur le tableau 7 sont données 


Tableau 7 


Contraintes dans une lame infinie comportant une inclusion 
carrée (la lame et la pièce sont faites dans le même matériau) 


Points | 


58 


, 


n n 08 

1 0,987 (0,012) | 0.061 (0,000) | 1,831 (0,005) | 1.005 (0.005) 
. 0.992 (0.011) | 0,185 (0,000) | 1,527 (0,003) | 1.008 (0.005) 
3 0,998 (0.013) | 0,327 (0.000) | 1,819 (0,0005) | 1.016 (0.005) 
A 1,009 (0.013) | 0,501 (0,002) | 1.808 (0,003) | 1,027 (0.003) 
5 1.026 (0.141) | 0.726 (9.027) | 1.805 (0.008) | 1,028 (0.008) 
6 0,988 (0,065) | 0.525 (0,256) | 1.810 (0,628) | 1.024 (0.030) 
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les valeurs des composantes normale et tangentielle des contraintes 
de contact, ainsi que les valeurs de la composante tangentielle dans 
la pièce d’inclusion (64) et dans la matrice (65) quand les modules 
d’élasticité coïncident. Toutes les grandeurs sont adimensionnées 
(divisées par la composante normale des contraintes au point 1, 
déterminée de la solution analytique). Les serrages sont donnés 
identiques dans les deux directions. On indique entre parenthèses 
l'erreur relative déterminée d'après la solution exacte (en fractions 
de la même composante de la contrainte normale). Le coefficient 
de Poisson est égal à v — 0,25. 

Tableau 8 


Contraintes dans une lame infinie comportant une inclusion 
carrée (la lame et la pièce sont en matériaux différents) 


Points On Tn : cO Points On Tan Cg 0 
1 1,142 | 0,092 12,531 |1,738 4 1,225 | 0,765 12,618 | 1,691 
2 1,153 10,285 12,541 | 1,732 5 1,307 11,100 12,765 | 1,623 
3 177 | 0,499 [2,565 | 1,719 6 1,659 | 2,405 [2,776 | 1,541 


On présente dans le tableau 8 les résultats de calculs analogues 
effectués pour un module d’élasticité de la pièce d'inclusion trois 
fois plus grand que celui du domaine principal (de la matrice). 
Pour faciliter la comparaison des résultats toutes les grandeurs sont 
données sans dimension (en fractions de la même grandeur qu'au 
tableau précédent). 

Le cas d’un domaine borné comportant une seule surface de sépa- 
ration est considéré dans l’article de M. Basheleïshvili et T. Gué- 
guélia [1], où les contraintes sont supposées données sur la surface 
extérieure. Moyennant un choix adéquat de représentations pour les 
déplacements dans chaque domaine, les auteurs obtiennent et étu- 
dient un système d'équations intégrales singulières par rapport à qua- 
tre fonctions inconnues. Ils démontrent par ailleurs l’applicabilité 
des alternatives de Fredholm à ces équations. 

Les problèmes sont en principe plus complexes dans le cas où la 
surface de séparation émerge sur la frontière. De toute évidence, les 
méthodes exposées précédemment peuvent être (avec certaines hypo- 
thèses) utilisées pour la résolution de ces problèmes, à condition 
d'analyser les singularités des états de contrainte et de déformation 
dans le voisinage des courbes singulières d’intersection de la surface 
extérieure avec la surface de coupure. Notons qu'au $ 22 ce problè- 
me dans sa position plane a été résolu. 

Considérons un cas particulier, mais d’importance primordiale 
pour les applications où toutes les constantes élastiques sont identi- 


17-0340 
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ques. Par souci de simplicité nous admettrons la présence d’une seule 
pièce d’inclusion. En partant des conditions 


U, (q) — UV, (a) = F; (g), (35.11) 
TU, (q) — TU: (9) =0 (gES;), 


nous pouvons supposer à présent que la surface S, n’est pas fermée, 
ses bords émergeant sur la surface S. Des problèmes de ce genre se 
posent, en particulier, dans les applications techniques, quand un 
corps (de dimension légèrement supérieure) est introduit dans la cavi- 
té d’un autre. 

Le potentiel de couche double sera de la forme W (p, 1/2 F;). 
Vu (28.10), les déplacements 


Up})=UV5(p)—W(p, "/2F) (pED), (35.12) 
U(p)=UV;(p)—-W(p, "/2F,) (p ED 


vérifieront les équations de Lamé dans tout le domaine global. 
Les conditions aux limites sont déterminées aussi bien au moyen 
des conditions données par la position du problème que par le poten- 
tiel W (p, ‘/, F,). Après avoir résolu de telle ou telle façon le problème 
posé, il faut revenir aux déplacements UV, (p) et U, (p) selon (35.12) *). 
Une certaine complexité surgit lors de la détermination des contrain- 
tes sur la surface de contact, puisque dans ce cas il est nécessaire 
de calculer l’opérateur des contraintes du potentiel de couche double. 
A l’aide des représentations régulières (31.17) on peut déterminer 
les déplacements et de ceux-ci passer aux contraintes. On peut égale- 
ment utiliser le procédé d'’extrapolation qui sera étudié en détail 
au $ 36. 

V. Poloukhine, V. Kostylev et N. Andrianov [1] ont traité le 
problème à symétrie axiale, qui se pose lorsqu'on calcule l’état de 
contrainte d'arbres frettés de laminoirs ébaucheurs. obtenus par l’ajus- 
tage à chaud d’un cylindre creux (bandage) sur un cylindre plein de 


mm 
O 75 


N 


NÉRENNNN 


Fig. 22. Section d’un quart d’un arbre composé (a). Profil de l'axe 6 
de l'arbre (b). 


._ *) Attirons l'attention sur la ressemblance de ce procédé et de l'approche 
développée au $ 22 relativement au problème plan. 
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diamètre variable (axe de l’abre). Le saut de la composante normale 
des déplacements se donne par les dimensions initiales des corps. Si, 
au cours du refroidissement, avait lieu prise intégrale, alors il 
n’était pas difficile, à partir de la grandeur du coefficient de dilata- 
tion linéaire, de déterminer le saut de la composante tangentielle des. 
déplacements : la grandeur du saut varierait suivant une loi linéaire. 
Cependant, comme le montrent les expériences, il peut y avoir glisse- 
ment sur la surface de contact. C’est pourquoi les auteurs ont admis 


Fig. 23. Contraintes de contact. 


que le saut est une fonction linéaire (comme en cas de prise) de Ja 
coordonnée axiale, mais deux fois plus petite. 

Sur la fig. 22, a et b sont représentés la coupe de l'arbre composé 
et le profil de son axe (i.e. la grandeur du saut de la composante 
normale des déplacements). Sur la fig. 23 sont représentés les diagram- 
mes des contraintes de contact et sur la fig. 24, les diagrammes des. 
contraintes dans l'axe de l’arbre et dans le bandage dans quatre sec- 
tions : Z — centrale, 2, 3 et 4 à la distance de 650, 1150 et 1450 mm. 
de la section centrale. 

Remarquons que dans le cas où la surface de contact des corps est. 
cylindrique et seule la composante normale des déplacements subit 
un saut (de grandeur constante), le passage au problème d’un corps: 
plein peut être réalisé d'emblée en superposant la solution du problè- 
me de Lamé. Un exemple de problème de ce genre est illustré par la: 
fig. 25. Donnons à titre d'exemple la solution du problème suivant. 
Dans des conditions de déformation plane, on considère un trou cir- 
culaire de rayon À, dans lequel est introduit avec serrage Ô un disque 
de même matériau. Les contraintes dans le disque sont alors 


__. __ 2n(4i+nu) 6. … Qu Ô 
GS COS CR US RURR (35.15) 
et dans le plan 
0p=— 00 — RON ÈE: o,=0. (35.14) 


17% 
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8675 095 rm 
( 


Cp, Hg Fram 2 
20 


Fig. 24. Diagrammes des contraintes d’un arbre composé dans les sections: 
1/— centrale, 2, 8, 4 — à une distance de 650; 1150 et 1450 mm de la 
section centrale. 
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Fig. 25. Section d'un corps com- 
posé dans le cas où un serrage de 
grandeur constante est réalisé 
suivant une surface cylindrique. 


En superposant les solutions (35.13) et (35.14) à la solution recherchée 
du corps composé nous parvenons au problème d’un corps plein avec 
des conditions aux limites modifiées. 


$ 36. Problèmes spatiaux de la théorie de l’élasticité pour 
des corps présentant des coupures 


Les problèmes spatiaux de la théorie de l’élasticité pour des corps 
limités par des surfaces régulières ont été considérés aux paragraphes 
précédents. Abordons maintenant l'étude du cas particulier d’un 
corps élastique (fini ou illimité) présentant une coupure sous la forme 
d'une surface non fermée de Liapounov S. En général, il convient de 
considérer $ comme une surface à deux faces, notant l’une d’elles S* 
et l’autre S-, dont les points correspondants sont g* et g” (le sens 
positif de la normale est choisi du côté de S-). Notons par ailleurs L 
le contour régulier délimitant la surface S. 

Donnons la formulation du deuxième problème fondamental. 
Soit à définir dans tout l’espace le vecteur de déplacement élasti- 
que ÜU (p) vérifiant la condition aux limites 


lim T,U (p)=f'(q"), limT,AU (p)=f"(q"), (36.1) 
p-qt P-q 


supposant les fonctions f* (g*) et f- (g=) données et de classe H-L. 
On suppose en outre qu’à l'infini les contraintes font défaut. Si, 
au contraire, les contraintes ne sont pas nulles à l'infini, alors il est 
aisé de passer au cas considéré en superposant la solution triviale 
pour un corps continu. 
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Formons le potentiel de couche simple V (p, f,) avec la densité 
f(g9) = 0,5 [ft (g*) — 17 (q”)l. On peut montrer que le déplacement 
1 @) = U (p) —V (p, fi) vérifie les mêmes conditions aux limites 
(en contraintes) sur la surface S. C’est pourquoi nous supposerons 
cette transformation réalisée et nous allons résoudre le problème aux 
limites pour des fonctions f* (g*) et f- (q-) égales entre elles, tout en 
omettant l'indice dans les conditions (36.1). 
Nous chercherons à présent le déplacement sous la forme de poten- 
tiel de couche double de première espèce, réparti sur la surface S *): 


Ui(p)=W(p)= | TI(p, 9) g (a) dSa. (86.2) 
is 

Comme on sait, le potentiel W (p) vérifie les équations de Lamé dans 
tout le corps élastique et les valeurs limites des contraintes qu'il 
engendre des différents côtés de la surface coïncident entre elles 
(dans l'hypothèse qu'elles existent) (cf. $ 28). Ainsi, la résolution 
du problème de la théorie de l’élasticité se ramène à la résolution de 
l'équation fonctionnelle 


lim T, | Tip, 9) @(a) dS3=f (g+). (36.3) 
pq  S 

Remarquons que la densité @ (q) cherchée est égale à 1a moitie 
du saut des déplacements sur la surface S. 

Réalisons la discrétisation de la surface S en la découpant en 
petits triangles S; (j = 1, 2, ..., N). Choisissons au centre de 
chacun des domaines S; un point qui, selon la terminologie introdui- 
te au $ 33, sera dit point d'appui et désigné par p;. Nous supposerons 
la densité constante (dans les limites de chacun des domaines 
partiels S;) en lui attribuant la valeur qu'elle a au point p, (œ (p;) = 
— @ ;). Passons au calcul du premier membre de l’équation (36.3) 
en chaque point d'appui. La somme intégrale correspondante doit 
être de la forme 


N 
> Œ;nPre 
k=1 


Chaque terme de cette somme représente le produit d’une matrice 
de troisième ordre &;, par le vecteur ;. Pour former cette somme on 
doit procéder de la façon suivante. On se donne au point p; un vec- 
teur @;, dont la première composante vaut l'unité et les deux autres 
zéro. En tous les autres points toutes les composantes du vecteur 
sont supposées nulles. Par des calculs (dont on parlera plus bas) on 
trouvera les premières lignes des matrices &;; (k = 1, 2, ..., N). 
Supposant ensuite seule la deuxième composante, notée @;, diffé- 
rente de zéro (et égale à l'unité), nous parvenons respectivement à la 


*) Ce procédé est la généralisation du procédé proposé par F. G. Tricomi 
*{1] pour la résolution de problèmes harmoniques analogues. 
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seconde ligne de ces matrices, puis à l’aide du vecteur @; à la troisiè- 
me ligne. Il est évident qu'il faut effectuer ces calculs pour tous les 
points p; l’un après l'autre. 

Des difficultés de principe n'apparaissent que pour la détermina- 
tion des matrices @;; du fait de l’impossibilité d'introduire l’opéra- 
teur T,, sous le signe d'intégration. Les autres matrices peuvent toute- 
fois être calculées à l’aide d’une formule d'intégration appropriée. 
Il convient de prendre en considération, il est vrai, le fait que si 
les indices j et À sont tels que la distance entre les points p;, et p, 
est commensurable avec le diamètre du domaine S;, alors, pour 
élever la précision, une subdivision (plus fine) du domaine S; s'im- 
pose. On appliquera les mêmes formules d'intégration à des domaines 
plus petits, en conservant, bien entendu, la densité constante dans les 
limites de la division de départ. Les dimensions de ces domaines par- 
tiels sont établies au cours des calculs, en fonction de la précision à 
atteindre sur les valeurs des coefficients à déterminer. 

Passons au point le plus délicat du schéma de calculs, à savoir le 
calcul des matrices a;;, et indiquons les procédés proposés par diffe- 
rents auteurs pour déterminer ces coefficients. 

L'une des recommandations (cf. P. Perline, V. Samarov [1, 21) 
consiste à abaisser en chaque point d'appui p; une perpendiculaire 
à la surface et à porter sur celle-ci quelques points dans le voisinage 
de la coupure qu'on désigne par p; (l'indice supérieur « ll» donne la 
distance du point p; au point Pi). 

Il est aisé de construire en chacun des points auxiliaires une 


matrice a; du potentiel étendu à S; et de densité unitaire (pour cha- 
cune des composantes l’une après l’autre). Naturellement, l’applica- 
tion des formules d'intégration les plus simples conduira à une er- 
reur importante dans le cas d’une valeur petite de /. Aussi pour attein- 
dre la précision voulue doit-on s’aider du procédé décrit plus haut 
consistant en une division complémentaire du domaine S; en domai- 
nes partiels. Ayant construit une famille de telles matrices (la préci- 
sion voulue étant garantie), on propose de déterminer la matrice 
cherchée a;; à l’aide d'une extrapolation quelconque (polynomiale 
par exemple), sur L. 

Il est clair que pour déterminer les valeurs des matrices «;; 


avec la précision exigée il faut choisir les points pi suffisamment près 
du point p;, leur nombre et disposition devant assurer la crédibilité 
de l’extrapolation. (C'est pour simplifier les calculs que les points 
p; sont choisis sur les normales.) 

Les auteurs ont présenté les résultats d'un calcul effectué pour 
un modèle, à savoir un carré plan de côté égal à l’unité sur lequel est 
donnée une fonction vecteur, dont les deux composantes tangentielles 
sont nulles et la composante normale égale à l'unité. Cette fonction 
est interprétée comme la densité d'un potentiel de couche double. 
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Tableau 9 


Composante normale des contraintes en fonction 
de la distance à la surface pour différentes partitions auxiliaires 


NT 0,20 0,15 0,10 0,05 


1,78139 1,66073 1,63240 1 ,60990 0,51901 


20 1,78159 1 ,66085 1,63255 1,61014 1,57513 
120 1 78459 1 ,66093 1,63260 1,61023 1,59691 
180 1,99615 


Puis aux points disposés sur la normale passant par le centre du 
carré on a déterminé les contraintes engendrées par ce potentiel. 
Pour les points choisis, qu’on caractérise par la distance / du plan 
du carre, les calculs ont été effectués pour différentes divisions auxi- 
liaires de plus en plus fines (en n° parties égales) du carré principal. 
Les résultats des calculs correspondants sont présentés dans le ta- 
bleau 9. Il apparaît de ces données qu’aussi petite que soit la distance 
du point de la surface on peut, au compte d’une division complémen- 
taire (suffisamment fine), obtenir des valeurs stables de contraintes. 
Ensuite le processus d'extrapolation est lui-même étudié pour 
différentes combinaisons et quantités de points l;. Les valeurs obte- 
nues pour la composante normale de la contrainte sont présentées 
dans le tableau 10. 
Tableau 10 
Valeurs limites des contraintes en fonction du nombre 


et de la disposition des points auxiliaires pour différentes 
partitions auxiliaires 


l; 


0,4: 0,3: 0,2 0,4: 0,3; 0,2: 0,1 | 0,4: 0,3; 0,2; 0,1: 0,05 
n 
30 1,55197 1,59238 
60 1,95195 1,59315 1,54165 
120 1,55200 1,59388 1,59138 
180 1,59205 


Analysant ces données on peut juger également de la stabilité 
de l’algorithme proposé en utilisant, bien entendu, seules les valeurs 
des contraintes qui sont confirmées par des calculs avec une division 
plus fine. 

La réalisation du calcul correspondant en chaque point d'appui 
(surtout, si les domaines S\; sont différents) exige certes beaucoup 
d'efforts, mais il est à remarquer qu'il est possible, à des fins prati- 
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ques, de choisir les points auxiliaires une fois pour toutes partant de 
l'analyse des cas modèles (par exemple, l'élément en forme de carré 
comme plus haut). 

Par conséquent, le problème se ramène finalement à la résolution 
d'un système d'équations algébriques 


N 
2 anPx = À (p5) (= 1, 2 us N). (36.4) 


Le système (36.4) s'avère, comme on a établi dans quelques cas 
particuliers, un système assez bien conditionné et justiciable, 
paraît-il, de la méthode des approximations successives. 


Fig. 26. Espace présentant une coupure en forme de rectangle. Valeurs de dépla- 
cements sur la surface de la coupure (a), contraintes normales dans le plan de 
la coupure (b). 


Un autre procédé d'élaboration du système (36.4) est proposé 
dans l’article de B. Zinoviev [1]. L'auteur considère dans l’espace 
un carré plan, fixant sur celui-ci un effort réparti uniformément. 
Intégrant la solution de Kelvin-Somigliana il obtient sous forme 
explicite l'expression des contraintes dans tout l’espace, y compris 
leurs valeurs limites prises de différents côtés du carré en son centre. 
Par sommation des solutions obtenues dans le cas de deux carrés dis- 
posés l’un à côté de l’autre, et passage à la limite quand la distance 
entre les carrés tend vers zéro et les efforts vers l'infini (de sorte que 
le produit reste constant) on obtient effectivement la valeur exacte 
de l'opérateur 7, lorsque la densité est un vecteur unité et la surfa- 
ce S'; un carré plan. A titre d'exemple, la coupure était prise au départ 
sous forme de rectangle plan dont les côtés se rapportent comme 2:1. 
Sur la figure 26 sont montrées les valeurs de la densité (c’est-à-dire 
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des déplacements) aux points de la coupure (a) *) et les valeurs des 
contraintes normales aux points du corps élastique se trouvant sur 
le prolongement de la coupure (b). 

Le cas d’une coupure plane est également considéré dans 
l’article de H. Nisitani et Y. Murekami * [1]. Les raisonnements des 
auteurs consistent en ce qui suit. Soit une coupure plane elliptique. 
La solution du problème pour l’espace présentant une coupure ellip- 
tique dans le cas d’une pression hydrostatique est connue (cf. A. Lou- 
rié {[1]). On résout le problème numériquement pour une pression 
normale arbitraire donnée (remarquons que la présence d'un plan de 
symétrie entraîne l'égalité à zéro des composantes tangentielles des 
vecteurs æ;). Ayant réalisé d'une façon quelconque la partition de 
la surface de la coupure on passe à l'établissement du système (36.4). 
Pour trouver les matrices diagonales «;; les auteurs agissent de la 
façon suivante : ils considèrent le problème pour le cas où la solution 
est connue sous forme explicite et trouvent l'élément diagonal, ayant 
profité du fait que tous les éléments non diagonaux sont calculées 
sans difficultés; les valeurs des nombres œ, sont fournies par la 
solution exacte. 

Il est naturel d'escompter que les algorithmes proposés condui- 
ront à un schéma de calcul facile à réaliser, à condition de supposer, 
dans les limites de domaines élémentaires suffisamment grands, 
les densités constantes. Une telle hypothèse n'est logique que pour 
les domaines intérieurs, si l’on suppose que la courbure de la surface 
et la charge varient relativement peu. Par contre, dans la bande 
étroite attenant au contour Z, la solution change de façon notable. 

Utilisons un résultat connu en théorie de l’élasticité (cf. $ 17%). 
à savoir que l’état de contrainte au voisinage du bord d’un domaine 
en forme de coin se décrit de façon satisfaisante par les solutions 
asymptotiques tirées des problèmes plan et de torsion correspondants. 
Isolons sur la surface S une bande annulaire S, dans laquelle la 
solution est représentée à l’aide des solutions mentionnées, introdui- 
tes dans un système local de coordonnées choisi suivant la normale 
et la tangente au contour de la coupure, avec un certain facteur de 
proportionnalité variant le long du contour (cf. P. Perline, V.Sa- 
marov [1, 2]). Ce facteur est déterminé de telle sorte qu'au point 
d'appui le plus proche (sur la normale au contour) de la partie restan- 
te du domaine S* — S X S, le saut des déplacements, tiré de la 
solution analytique, coïncide avec la valeur conventionnellement 
donnée 0,5 @;. Dans ce cas tous les calculs ne sont effectués qu'aux 
points d'appui de la zone S*, tandis que l'intégration est étendue 
à tout le domaine S. Après avoir résolu le système (36.4) (plus pré- 
cisément, sa modification), on détermine analytiquement les dépla- 
cements dans la bande. 


*) D'après la position du problème la densité doit s’annuler aux points du 
contour L. 
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Illustrons l'exposé sur l'exemple d’un problème à symétrie axiale 
pour une coupure circulaire de rayon À. La surface est partitionnée 
en domaines élémentaires par un système de rayons équidistants et 
de circonférences concentriques, les points d'appui sont pris dans 
leurs centres (dans un système de coordonnées polaire). Dans l'anneau 


S 4 la solution est choisie sous la forme  (p) = æ:V (R —p}/(R —p,), 
où k est l'indice du point d'appui, situé dans le domaine S* et 
le plus proche de S;, p et », la distance des points courants p et p, 
du centre (en raison de la symétrie axiale, toutes les constructions sont 
effectuées dans un seul secteur). Comme montrent les données des 
calculs effectués pour le cas où la charge est une pression hydrosta- 
tique (cf. le tableau 11), le recours à des solutions asymptotiques 


Tableau 11 
Valeurs de la composante normale des déplacements 
sur la surface d’une coupure circulaire 
p | i 1/30 5/30 | 10/30 | 15/30 
Pcalc 1,10864 1,10203 1,09527 1 ,05008 0,95484 
Pexact 1,09645 1 ,09430 1,08020 1,06370 0.96118 


p | 20/30 


25/30 28/30 29/30 
Pcalc 0,82501 0,58735 0,35894 0,20987 
Pexact 0.652030 0,59326 0,36145 0,21051 


a permis d'élever la précision de 5 % à 1,5 % pour une même par- 
tition de la surface. 

Reportons-nous maintenant à l'étude des problèmes concernant 
un corps élastique limité. Deux cas sont à envisager. Dans le pre- 
mier on suppose la surface de coupure disposée à l’intérieur du corps 
élastique, dans le second qu'elle émerge en partie à la surface exté- 
rieure $,. Bien que dans les cas indiqués le travail qu’exige la résolu- 
tion s'accroisse considérablement, il ne faut pas exagérer l'’importan- 
ce des difficultés de principe qui apparaissent. A la différence du 
problème considéré précédemment pour l’espace illimité, la représen- 
tation du déplacement est ici de la forme 


U'(p)= À T', (p, 9)@(a) dSs + H (p), (36.5) 
S 


où le terme H (p) est un potentiel de couche simple ou double étalée 
sur la surface S, (en fonction de la nature de la condition aux limites 
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sur celle-ci). Supposant ensuite que sont données les contraintes 
f. (q), représentons la condition aux limites sur la surface S, au moyen 
de la fonction œ (g), la supposant conventionnellement donnée 


gs (+ [ Ti, ge: (a')dSe = 
= f1(g)— | ThTa(g, q')p(q')dSy (qESi). (36.6) 


Si la surface S est partagée en V domaines élémentaires S,;, 
alors il est nécessaire de résoudre 3N problèmes aux limites (c'est-à- 
dire 3{V équations de la forme (29.3)) pour un domaine continu, posant 
différente de zéro l’une après l’autre seule une composante de l’un 
des vecteurs p;. On reprend ensuite les raisonnements de la première 
partie de ce paragraphe, ajoutant en outre pour la construction de Ja 
matrice les termes réguliers H (p). 

On peut proposer également une méthode basée sur l'approche de 
P. Perline [2, 3]. Pour plus de simplicité les conditions aux limites 
sont supposées nulles sur la surface S,, sur laquelle on introduit Ja 
fonction auxiliaire @, (q), égale à la moitié du deplacement sur cette 
surface. On forme un potentiel de couche double W (p, 2) et on 
considère un déplacement U, (p) = U (p) — W (p. @.) qui vérifie 
les équations de l'équilibre élastique dans tout l’espace à l'exclu- 
sion de la surface S,. Ainsi, on est une nouvelle fois conduit au pro- 
blème de base considéré précédemment. L'équation fonctionnelle 
correspondante renferme des termes supplémentaires dépendant 
de la forme de représentation de la fonction @, (g) sur la surface S.. 
Généralement, on peut la considérer constante par morceaux. 

Notons que dans le cas où le corps élastique occupe le demi-espa- 
ce, le problème peut être traité de façon spéciale. Il est indiqué 
d'élaborer l’équation fonctionnelle non à partir de la solution de 
Kelvin-Somigliana, mais de la solution de Mindlin pour une force 
concentrée dans Je demi-espace (cf. R. D. Mindlin * [1]). Remar- 
quons que les conditions aux limites sur la surface extérieure (qu'il faut 
poser nulles) sont alors vérifiées exactement. C'est en s'appuyant 
sur de telles considérations qu'a été résolu le problime pour un demi- 
espace présentant une coupure ep forme de rectangle (cf. B. Zino- 
viev [1)). les valeurs de la densité aux points de la coupure, airsi que 
les valeurs des contraintes aux points du corps élastique disposés le 
long de la coupure sont représentées sur la figure 27. 

Passons à la considération du cas où la coupure émerge à la sur- 
face. Notons L, la partie du contour ZL qui appartient à la surface S.. 
Introduisant sur la surface S un potentiel auxiliaire, nous passons 
au problème d’un domaine continu; résolvant ce nouveau problème 
d’une façon quelconque (supposant, par exemple, le saut du déplace- 
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ment conventionnellement donné sur S) nous aboutissons finale- 
ment à une équation pour le saut. La première difficulté de poids est 
que le problème auxiliaire posé pour le domaine continu devra être 
résolu pour une condition aux limites discontinue le long de la cour- 
be L,. D'autre part, comme on 

a note au $ 17, il n’y a pas dinfor- 

mation sur le comportement asymp- 

totique de la solution au voisi- 

nage des extrémités de cette 

courbe. 

Dans de nombreux travaux sont 
traités les cas où la coupure diffe- 
re légèrement (dans un certain sens) 7 
d'un cercle. Les méthodes d'éta- 
blissement et de résolution des 
équations intégrales correspondan- 
tes seront exposées en détail au 
$ 38 dans leur application aux 
problèmes de contact. 

Dans les calculs de l'état de 
contrainte des corps présentant des 
fissures soulignons l'intérêt, du 
point de vue de la mécanique de 
rupture fragile (cf. V. Parton, 
E. Morozov [1])}, du coefficient 
d'intensité des contraintes qui se 
détermine par la formule 


K=lim(2xp)"/?o,, (36.7) 8 
p—0 


| . Fig. 27. Demi-espace présentant 
où la composante 0: est calculée une coupure extérieure sous for- 


sur le prolongement de la coupure me de rectangle. Valeurs des 
dans le plan perpendiculaire au déplacements sur la surface de la 
bord de la coupure. L'exposant 1/2 Coupure (a), contraintes normales 
est trouvé conformément à l'équa- Pans ie nan te EOUpUre: (le 
tion (17.13). On a exposé au $ 25 
les procédés permettant de déterminer les facteurs dans le premier 
terme de la série asymptotique pour les contraintes, pour des domai- 
nes délimités par des contours réguliers par morceaux, à partir de la 
solution obtenue pour des domaines à contours réguliers. 

Tout ce qui vient d’être dit est entièrement applicable au calcul 
de l'état de contrainte des corps élastiques présentant une cavité 
mince au lieu d'une coupure. 
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$ 37. Résolution des problèmes de la théorie 
de l’élasticité pour des corps délimités 
par des surfaces régulières par morceaux 


On a supposé jusqu'alors que les surfaces délimitant les corps 
élastiques sont des surfaces de Liapounov. Ce fait a été utilisé notam- 
ment pour l’établissement des équations intégrales. Supposons main- 
tenant que la surface comporte des arêtes, des points coniques, des 
sommets d'angles polyèdres. La surface totale peut alors être repré- 
sentée comme la somme de surfaces assez régulières non fermées qui, 
en se coupant, forment des arêtes et des sommets. Pour la position 
du premier problème aux limites les conditions initiales peuvent 
être données sur toute la surface, alors que dans le cas du deuxième 
problème les conditions aux limites doivent être données uniquement 
aux points intérieurs de chacune des portions régulières de la surface 
(puisque dans la position du problème entrent les cosinus directeurs 
de la normale). Quant aux points irréguliers de la frontière, ils 
peuvent être considérés comme points limites de tel ou tel morceau 
d’une surface régulière. Chaque point d’arête doit être pris en compte 
deux fois, comme appartenant à l’une et à l'autre des surfaces contin- 
gentes (chaque fois avec un sens différent de la normale). 

Dans le cas spatial (comme dans le cas plan) tout est suffisamment 
clair pour ce qui est du comportement des déplacements et des con- 
traintes dans le voisinage des points irréguliers de la frontière, pour 
le moins au voisinage des arêtes et des points coniques (V. Kondratiev 
[11). Les considérations suivantes sont également vraies (O0. Aksen- 
tian [1]. V. Koldorkina [1]). Soit une arête régulière. [ntroduisons un 
plan perpendiculaire à l’arète en un point quelconque. Alors la série 
asymptotique exprimant l’état de contrainte au voisinage d'un point 
donné de l’arête dans le plan local introduit est la même que dansle 
cas du problème plan (cf. $ 17), tandis que le terme suivant de la 
série correspond à la solution du problème d'une déformation anti- 
plane qu'on ramène à un problème harmonique. Dans ce cas il est 
nécessaire d'utiliser les fonctions propres pcos 8 où À se définit 
à partir de (17.19). Le recours au second terme de la série peut s'avé- 
rer nécessaire, pour élever la précision de la solution, dans les problèe- 
mes très particuliers, où le facteur du premier terme s annule. Indi- 
quons à titre d'exemple le problème de la torsion d une « lentille », 
domaine formé par l'intersection de deux sphères. 

Dans le cas d’un point conique V. Kondratiev [1] a établi que la 
solution peut aussi être représentée comme la somme d une fonction 
indéfiniment dérivable et d'une série asymptotique selon des fonc- 
tions qui sont les solutions du problème aux limites d'un cône avec le 
même angle au sommet, lorsque les conditions aux limites, de même 
forme que les conditions initiales, sont homogènes. Rappelons que 
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dans le cas d'un cône circulaire les résultats correspondants sont 
présentés sur la figure 8. 

Les questions d'application de la méthode du potentiel à 1la 
résolution des problèmes harmoniques concernant des domaines 
délimités par des surfaces non régulières sont envisagées dans les 
travaux de T. Carleman * [1], J. Radon * {1}, Yu. Bourago, V. Mazia 
et V. Sapozhnikova [1] et autres. Des questions analogues relatives 
au calcul des équations aux dérivées partielles qui comportent comme 
cas particulier celles de la théorie de l’élasticité ont fait l’objet d'étu- 
de du travail de V. Mazia et G. Kressine {1]. Notons que les travaux 
cités n'ont pas encore été utilises pour le calcul de la solution des 
problèmes aux limites. 

Comme on a noté au $ 25, on peut étendre, d'une façon formelle, 
aux frontières non réguilières les schémas de calcul valables pour des 
contours réguliers. Il est naturel d'utiliser cette approche pour les 
problèmes spatiaux également. N. Andrianov et P. Perline [1] pro- 
posent un algorithme utilisant aussi bien les points d'appui que les 
points nodaux. Dans ce cas il faut traiter chacun des morceaux régu- 
liers de la surface indépendamment, évitant l apparition de domaines 
élémentaires à l’intérieur desquels se trouveraient des points irrégu- 
liers. Dans cette apporche tous les points d'appui s'avèrent des 
points réguliers et on peut, par conséquent, calculer les volumes par 
les mêmes formules que dans le cas des surfaces régulières (y compris 
les représentations régulières). La différence consiste seulement en ce 
qu'aux points nodaux disposés sur l’arête (comme on a montré, chacun 
d’eux est considéré deux fois) les fonctions y, (q) seront déterminées 
par extrapolation (à l'extérieur par interpolation, comme dans le cas 
des points nodaux situés dans les domaines réguliers), à partir des 
valeurs aux points d'appui choisis aussi bien sur l’une que sur l’autre 
surface. On obtiendra naturellement des résultats différents. Par 
conséquent, l'arôête se trouvera être une ligne de discontinuité de 
la densité cherchée du potentiel de couche simple. Si l’on part d'un 
schéma de calcul plus simple en utilisant la formule des rectangles 
(les calculs se font pour les points d'appui seulement), il n'est pas 
question d'extrapolation. Dans ce cas la partition sera réalisée de la 
façon indiquée plus haut. La discontinuité de la densité des différents 
côtés survient ici automatiquement. 

Il est clair que la présence des points irréguliers de la frontière 
entraîne un accroissement rapide de la densité @(g) dans leur 
voisinage, cest pourquoi l'élaboration d’un schéma de calcul 
convergent peut exiger une subdivision autrement plus fine que pour 
les surfaces régulières. Remarquons qu'une partition suffisamment 
fine est exigée également pour les portions régulières à courbure for- 
tement variable. 

Les calculs montrent qu'avec une partition appropriée, les algori- 
thmes s'avèrent convergents et avec la diminution des dimensions des 
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domaines élémentaires on observe une stabilité des valeurs de la densi- 
té aux points sensiblement voisins des points irréguliers, ce qui con- 
duit, naturellement, à des valeurs stables de contraintes partout 
à l'exclusion d'un voisinage restreint de ces points. Il convient 
d'utiliser l’information qu'on a sur le comportement de la solution 
du problème aux limites au voisinage des points irréguliers pour la 
recherche du premier terme de la série asymptotique et, en géneral, 
pour estimer l'erreur de la solution approchée. Prenons à titre d’exem- 
ple un problème modèle et précisons les raisonnements généraux 
que nous venons d'exposer. 

Soit une surface obtenue par la rotation d’un carré de côté 4 autour 
de sa diagonale. La surface présente alors dans ce cas une arête et 
un point conique. On recherche la solution des problèmes (extérieur 
et intérieur) pour une pression hydrostatique de valeur unité. Le 
problème etant à symétrie axiale, la partition du contour se défini 
par la position des points d'appui, les points nodaux étant choisi 
à mi-distance des points d'appui voisins. Dans le tableau 12 son 


Tableau 12 


3 4 5 6 7 8 9 10 


Points 


|: 


p 0.0004|0,000 


,040h.0015,0020, 040 


0, 000 | al. 08 .0007 


données les distances des 10 points d'appui les plus proches du som- 
met et dans le tableau 13 celles des 10 points d’appui les plus pro- 
ches de l’arête. 


Tableau 13 
Points 1 | 2 K 4 5 6 n 8 9 10 
D | 0,0001! 0,0002 0/0 o/o,000/b.on07 p.000. no4s.0028 0,0030 


Les valeurs des densités obtenues au cours de calcul sont présen- 
tées dans les tableaux 14 et 15. Les données du tableau 14 se rappor- 
tent aux points disposés à proximité du sommet et celles du tableau 15 
à ceux situés à proximité de l’arête. 

Les résultats définitifs du calcul, c’est-à-dire les valeurs des con- 
traintes, sont présentés aux tableaux 16 et 17. Dans le tableau 16 sont 
rapportées les valeurs des contraintes aux points situés sur l’axe de 
rotation (en fonction de la distance au sommet). Sont également 
présentées les valeurs de la fonction p°.* tirée de l’équation (17.16), 
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Tableau 14 


10 


0,582 


0,823 


PERRY PL nd as 


0,659 


0,989 


7 


we 


0,7 


3,67 


0.988 


0,798 


4,30 


1,05 


3 


0,872 


0,957 


5,64 4.95 


1.18 (14 


1,026 


6,16 


1,116 


6,88 


C3 


1.269 


1,614 


10,41 8.03 


Points 


+ 
Fr 


P 


+ 


P 


Tableau 15 


10 


mms À memes À mme À nn D mecs © 


mm, À mes À cmmenmenmemense À mme j mens 


RE 


ei 


Points 


2.30} 2, 1,95| 1.85] 1,71 


2,78 


0,44 | 0.43 


0,45 


0,58| 0,55] 0,53] 0,51] 0,50! 0,47 


0,53 


0,65 | 0,62 


0,67 


12,67 | 10,81 


14,75 


16.33 


18,67 


22,67 


31 ,94 


—_ 
+ 
- 


Tableau 16 


0,00010 


mm | mme | mme | mm | mes 


__ïîlMmex ns y ne je ps 


18—-0340 
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Tableau 17 
p | ou | one] 0,004 | 0,00006 | 0,00010 | 0,00015 
Or | 24,78 24,02 | 20,83 | 17,88 14,10 11,41 
O9 | 21,67 18,93 | 15,09 | 12,71 10,11 8,38 
O. 46 ,46 | 19,77 


pr0,185 | 188,4 


© 
©0 
Pa 
(ep) 


opp°,458 0,131 0,178 0,208 | 0,214 | 0,2134 | 0,208 
Ogp°r485 | 0,115 0,137 | 0,151 | 0,151 | 0,153 0,152 
0,p0,155 0,247 | 0,280 | 0,2870 | 0,2870 | 0,2871 | 0.,2870 


puisque d’après la figure 8 pour v = 0,3 on trouve À = 0,8. On 
donne dans la dernière ligne du tableau les rapports des contrain- 
tes à p%3. D'une manière analogue sont disposées les données dans 
le tableau 17. On y trouve les composantes des contraintes, la fonc- 
tion p-°,*55 obtenue conformément à la représentation (17.3) (puisque 
d’après l’équation (17.10) on a À = 0,545), ainsi que les rapports de 
ces contraintes à cette fonction. 

On voit que chacun de ces rapports admet un maximum et ceci 
permet de proposer le procédé suivant de recherche des représenta- 
tions asymptotiques. Considérons d'abord le point conique. Soit C, 
et C, les valeurs des maximums correspondants. On propose alors 
de considérer les points auxquels le maximum est atteint comme 
les points définissant le passage de la solution obtenue par un pro- 
cédé approché (à l’aide d'équations intégrales en l'occurrence) à la 
solution asymptotique, les facteurs des fonctions propres étant les 
coefficients C, et C. introduits plus haut. Avec un tel choix il sera 
aisé de passer d’une solution à l’autre. On tire du tableau 16 
Co=C,—=0,59, C.—=0,5. 

Les calculs effectués nous permettent donc d'affirmer qu'ont 
lieu les représentations | 


Ce = 0 —= 0,59 p%?, os. = 0,5 pr. (37.1) 
En utilisant les équations (17.17) on peut obtenir sans peine les 
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premiers termes des séries asymptotiques dans n'importe quelle direc- 
tion. Sur la figure 28 sont représentées les valeurs des contraintes ©, 
obtenues par calcul des équations intégrales et celles calculées 
d’après (37.1). 

Analysons maintenant la solution au voisinage de l'arête (tableau 
17). Là aussi on peut observer la présence de maximums pour 
les rapports correspondants qu'on note C,(0,214), C5 (0,153) et 
C,(0,287). Il s'avère possible d'estimer indépendamment la préci- 
sion des valeurs des coefficients C,, C4 et C.. En effet, commeona 


8 60 
o 
6 
à SR 
GS & N 
o s 
2 20 
0 
0,00000 0,00005 00001 0,0000  G0005 00010 00015 
2 D | 


Fig. 28. Contrainte o, sur l’axe de Fig. 29. Contrainte 0, sur le plan 
rotation. médian. 


noté au $ 17, la solution au voisinage de l’arête régulière a le même 
comportement asymptotique que dans le cas d’un état plan de 
déformation. C’est pourquoi les coefficients C,, Co et C. doivent 
être liés par la relation (cf. $ 15): 


Co =v(C. +C.). (37.2) 


Remarquons que cette égalité a lieu pour les données obtenues 
avec une précision suffisante (2 %). Ces coefficients vérifient en 
outre une autre relation. En vertu de (17.8) les solutions propres dans 
le cas d’un coin (ce sont précisément elles qui coïncident avec la 
représentation asymptotique) peuvent s'exprimer à l’aide d’une 
constante. C'est pourquoi dans notre cas (pour & = 0,75 x) nous 
obtenons la relation 


C, = 1,483 C,. (37.3) 


L'erreur vaut ici 9 %. La figure 29 montre les valeurs de © . obtenues 
par calcul des équations intégrales et celles calculées d’après la 
formule ©&, = 0,287 p°55. 

Voyons comment se présentent les résultats de la résolution du 
problème intérieur. La solution du problème aux limites (et non de 
l'équation intégrale) est triviale, toutes les composantes normales 
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des contraintes étant égales à l'unité et les composantes tangentielles 
à zéro. Le tableau 18 présente les valeurs des contraintes aux points 
de l’axe de rotation à la distance indiquée du sommet. 


Tableau 18 


0,020 


6, = 09 | 0048 | 1,041 | 1,005 | 0,9956 


0,9997 


Le tableau 19 présente les valeurs des contraintes dans le plan 
médian à la distance indiquée de l'arète. 

On voit que seulement dans un voisinage très restreint des points 
irréguliers la solution diffère de la solution exacte. Remarquons que 


Tableau 19 
p 0,0004 | 0,0007 | 0,0050 | 0,020 
Oy | 0.727177 | 0.7424 | 0,9249 | 0,9603 
Op 0,.8775 | 0,9355 | 0.9857 | 1,0062 
O; 0,9744 | 0,9673 | 1,0352 | 1,0154 


dans ces cas la question du recours aux représentations asymptoti- 
ques ne s’est pas posée, les équations correspondantes (cf. fig. 7 et 8) 
n’admettant pas de solutions dans l’intervalle de 0 à 1 pour les 
angles correspondants. 

Envisageons le procédé de résolution des problèmes spatiaux pour 
des corps délimités par des surfaces régulières par morceaux, proposé 
dans les travaux de T. A. Cruse * [3] et T. A. Cruse, W. Van Bu- 
ren * [1] (l'exposé général de cette méthode est donné au $ 33). Les 
auteurs spécifient que l'utilisation des équations intégrales singu- 
lières (29.6) obtenues à l’aide de la formule de Betti est préférable à 
celle des équations (29.3) obtenues à l’aide de la représentation des 
déplacements par un potentiel de couche simple, dans le cas où la 
surface S est régulière par morceaux. De plus, ils affirment que les 
équations (29.6) sont vraies en position rigoureuse également. On 
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ne peut être de leur avis, puisque pour l'établissement de ces 
équations on a utilisé les formules limites (28.10), valables unique- 
ment pour les surfaces de Liapounov. Les données rapportées ne 
permettent pas d'estimer la précision des calculs et par conséquent 
d'émettre une opinion. D'autre part, les calculs sont effectués pour 
une discrétisation fixe de la surface et ne suffisent pas à donner une 
idée de la dispersion (ou de l'oscillation) possible des fonctions 
cherchées. 

Indiquons en conclusion que la méthode mentionnée au $ 25 de 
V. Mazia et B. Plaménevski pour la détermination des coefficients 
des fonctions propres s'étend automatiquement au cas d’un point 
conique. Celui d'une surface présentant une arête régulière est envi- 
sagé dans l’article [3] des mêmes auteurs. 


$S 38. Problèmes mixtes (de contact) 


Soit S, une partie de la surface S délimitant le corps élastique D 
et S, son complémentaire dans S. Désignons par L la courbe fermée 
régulière qui est la frontière entre S, et S.. 

Il s'agit de déterminer le champ ‘des déplacements U (p) dans le 
domaine D pour les conditions aux limites 


U(g) =fi() (GQES;), TU(g) =f:(9) (gES2). (38.1) 


Les problèmes de ce genre sont dits problèmes mixtes (ou de contact) 
et quoiqu'ils soient d’une importance capitale pour les applications, 
leur étude dans la position générale n'est pas suffisamment poussée, 
vu sa complexité. La démonstration de l'existence de la solution du 
problème physique même est donnée dans l'ouvrage de Cr. Fichera 
* [1] *), mais l’établissement et l'étude des équations intégrales 
de ces problèmes ne peuvent être estimés finis. 

L'établissement des équations intégrales pour les problèmes mix- 
tes ne présente pas de difficultés. En effet, si l’on recherche le dépla- 
cement sous la forme d'un potentiel de couche simple, alors passant 
à la limite vers les points de la surface S, (pour les déplacements) et 
vers les points de la surface S, (pour les contraintes), on est conduit 
à une équation intégrale à coefficients et noyaux discontinus. La 
question de la résolubilité de telles équations reste ouverte. 

A. Alexandrov [7] propose de les résoudre par la méthode d’inté- 
gration mécanique, utilisant pour le calcul des termes singuliers les 
résultats de son article [1]. T. A. Cruse *[1] applique la méthode 
d'intégration mécanique pour résoudre les équations intégrales obte- 
nues moyennant un passage à la limite adéquat dans la formule de 
Betti (14.27). 


*) Pour le problème harmonique la démonstration à été obtenue par 
S. Zaremba *{[1]. 
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Remarquons que des équations intégrales singulières de deuxième 
espèce à noyaux discontinus peuvent être obtenues si l'on utilise la 
représentation des déplacements sous la forme d’une somme de deux 
potentiels : potentiel de couche simple (dont la densité est prise sur 
la surface S.) et potentiel de couche double (dont la densité est prise 
sur la surface S,). V. Kupradze [3] fait l'étude des problèmes mixtes 
à l’aide de la matrice de Green. 

Une méthode approchée de résolution des problèmes fondamen- 
taux (cf. V. Kupradze, M. Alexidze [1]) est utilisée dans l’article [2] 

de M. Alexidze et K. Samsonia 
30 pour la résolution des problèmes 
mixtes. Les auteurs obtiennent 
tout un assortiment de solutions 
particulières T (p, px) @ (Pa) des 
équations de la théorie de l’élas- 
ticité à l’aide d’un certain ensem- 
20 ble de points px situés en 
dehors du domaine D. Les coef- 
ficients correspondants (px) 
sont trouvés par la méthode des 
moindres carrés. 

On peut proposer également 
le schéma de calcul suivant : sur 
la moindre des surfaces S, ou S, 
les conditions inconnues (pour la 
surface S, les contraintes) sont 
représentées d'une façon cons- 
tructive quelconque, parexemple, 

00 02 04 06 08 10 PY développement en série (dans 

p/a | | tel ou tel système de coordon- 
Fig. 30. Ccntraintes de contact pour Es A ge LLC 


différents enfoncements (H/a). En Au or cherche La solution du 

pointillé sont représentées les con- problème aux limites correspon- 

traintes de contact pour H—0Q dant, après quoi les coefficients 

(solution exacte). recherchés sont déterminés de 

la condition de minimalité de 

l'écart moyen des conditions aux limites connues sur la surface 
considérée. 

Ce procédé est surtout avantageux pour les problèmes dans lesquels 
sont connues sur la surface S, la composante tangentielle des con- 
traintes et la composante normale des déplacements, puisque dans ce 
cas la fonction cherchée est une fonction scalaire et non une fonction 
vecteur. Un problème de ce genre est envisagé par V. Likhovtsev et 
P. Perline (cf. V. Likhovtsev [1]): le demi-espace présentait une 
coupure cylindrique ; l'effort P se transmettait par une étampe plane 
appliquée au bout du cylindre et occupant entièrement sa surface. 
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La composante normale des contraintes a été prise sous forme de Ia 


série & (o/a) = [1 — (p/a)°]-?/3 [5 &; (p/a)**]. La structure du facteur 
0 


n= 
découle de l'équation (17.14, II-III) posant &« = 1,9 x. Les calculs 
ont été effectués en gardant un ou deux termes de la série pour diffé- 
rents rapports de la hauteur du cylindre H à son rayon a. Les diagram- 
mes des contraintes de contact pour H/a = 0,2 et 3,5 sont représen- 
tés sur la figure 30. La solution exacte pour À = 0 est donnée en 
pointille. 

Dans le tableau 20 sont données les valeurs des coefficients æ, 
(en fonction du nombre de termes de la série gardés), les valeurs 
(correspondant à ces différents cas de calculs) des erreurs de calcul 
des déplacements ainsi que les contraintes de contact o’ = na°o (p/a)/P 
pour Hj/a = 0,2. 

Tableau 20 
Valeurs des coefficients de la fonction o (p/a), de l'erreur 


de calcul des déplacements et des pressions de contact 
en fonction du nombre de termes gardés dans la série 


@o &1 &œz | A(%)] o° (p/a = 0,0) o° (p/a = 0,5) co” (p/a = 0,9) 
4,000 4 0,678 0,822 2,038 
4,276] -0,357 1 0,866 0,972 2,010 
1,266| -0,408 |0,120| 0,6 0,856 0,960 2,005 


Passons à la considération des problèmes pour quelques domaines 
concrets. Naturellement, il sera question de méthodes spécifiques 
tenant compte de la structure de ces domaines. Les plus étudiés sont 
les problèmes de contact pour le demi-espace. 

Dans les cas où sur la surface S, sont données toutes les composan- 
tes du déplacement (on dit qu’il y a adhérence à l’étampe), on peut 
obtenir l'équation intégrale à partir de la solution de Cerruti (cf. 
W. Nowacki *{1]) pour une force concentrée sollicitant la frontière du 
demi-espace. Faisant la somme des déplacements dus à toutes les 
trois composantes on obtient leur représentation sur la surface S, 
sous forme intégrale. 

Arrêtons-nous plus en détail sur le cas le plus étudié, celui où les 
contraintes tangentielles sont nulles, de sorte qu’on peut utiliser la 
solution de Boussinesq. En vertu de cette solution, la composante 
des déplacements, normale à la frontière et due à la force concentrée P 
exercée au point g, admet sur la surface une forme extrêmement 
simple 

y PU—v) 1 P 


RE r@.d  r" 
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De cette formule vient d'emblée l'équation intégrale 


a | dSy = fi(a) (0€ S)). (38.2) 
Si 

Indiquons l'analogie connue qui existe entre le problème mixte pour 
le demi-espace en l’absence de contraintes tangentielles sur sa surface 
et le problème pour l’espace avec la même coupure plane lorsqu'il 
n'est sollicité que par une pression normale (égale des deux côtés). 
Du fait de la présence d'un plan de symétrie, le dernier problème peut 
être considéré comme mixte, quand sur la surface de la coupure sont 
données les pressions et à l'extérieur de celle-ci, les déplacements 
normaux nuls. Par superposition de la solution du deuxième problè- 
me fondamental pour le demi-espace avec les mêmes valeurs de con- 
traintes sur la surface S, nous sommes conduits à un problème mix- 
te pour des contraintes nulles sur la surface S, et des dépla- 
cements donnes en dehors de celle-ci. 

Ainsi, la résolution du problème mixte de la théorie de l'élasticité 
se ramène à la résolution du problème mixte de la théorie du potentiel 
qui s'avère (par raison de symétrie) équivalent au problème de 
Dirichlet pour tout l’espace si l’on donne sur la surface S, une valeur 
de la fonction harmonique. D’après F. Tricomi *{[1] la solution de 
ce dernier problème peut être recherchée sous la forme d’un potentiel 
de couche simple et ceci conduit à la même équation (38.2). 

Des résultats obtenus par S. Zaremba *{[1] découle l'existence 
d'une fonction harmonique, représentable sous la forme d’un poten- 
tiel de couche simple (naturellement dans le cas où la fonction } (q) 
est suffisamment régulière). C’est pourquoi l'équation (38.2) s'avère 
résoluble et en outre admet une solution unique. S. Mikhline [4] 
indique la possibilité d'appliquer à l'équation intégrale (38.2) (en 
tant qu'équation à noyau symétrique) le théorème de Hilbert- 
Schmidt selon lequel la solution admet un développement en série 
suivant les fonctions propres. On ne peut parler, il est vrai, que de 
convergence en moyenne. La réalisation pratique de cette approche 
est donnée par V. Dovnorovitch (cf. S. Mikhline [4]) sur l'exemple 
d'un problème à symétrie axiale. 

Un grand nombre de travaux est consacré à la résolution de l’équa- 
tion (38.2) dans certains cas particuliers, on en trouvera l'exposé dans 
les monographies de I. Staerman [1], L. Galine [1]et A. Lourié [1]. 
Notons qu'ils se rapportent aux cas d’étampes circulaires et ellip- 
tiques. 

Passons à la considération des méthodes approchées de résolution 
de l'équation (38.2), quand la surface est, dans un certain sens, voisine 
d'un cercle. A. Efimov et V. Vorobiev [3] proposent d'appliquer le 
domaine S$, sur un cercle, en introduisant dans la fonction de départ 
un certain paramètre qu'on suppose suffisamment petit et réalisant 
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par ailleurs une transformation correspondante de l'équation inté- 
grale (le noyau est représenté sous forme d'une série suivant le para- 
mètre). Ecrivons cette équation en notation symbolique: Kp = f, 
et représentons-la sous la forme : 


KP = { — (K — K;)p, (35.3) 


où l'opérateur K, correspond à la valeur nulle du paramerre (c'est-à- 
dire quand la surface S, est un cercle) et par conséquent l'opérateur 
inverse 5! est connu. Il est proposé de résoudre l'équation (38.3) 
par la méthode des approximations successives, ce qui nous conduit 
aux relations récurrentes 


Pn = Po — K5! (K — K,) Pn-1 (n — 1: 2, ce SE 


Il est évident que pour une valeur suffisamment petite du paramètre 
il y aura convergence. Remarquons que pour une étampe elliptique 
plane la convergence existe quelle que soit la valeur de l’excentricité. 

Notons également le procédé proposé dans l’article [1] de M. Léo- 
nov, K. Tchoumak. Les auteurs partitionnent le domaine S, en un 
cercle intérieur à S, et en son complémentaire qui est un anneau. 
Dans l’anneau les contraintes sont représentées sous forme analyti- 
que (à l’aide de coordonnées locales qu'on prend dans le sens de la 
normale (p) et de la tangente (s) au contour L), soit p (p. s) — 
— $ (s)p-!/*. Le facteur B (s) est déterminé de la façon suivante. On 
résout le problème de contact pour une étampe ronde en présence 
d'une charge supplémentaire p (p,s) et de la condition de finitude des 
contraintes sur le contour du cercle on déduit une équation pour la 
fonction f (s). On peut préciser ce schéma en admettant que le coeffi- 
cient f (s) dépend linéairement (ou de façon plus complexe) de la 
coordonnée p. 

Envisageons encore la résolution du problème de contact pour une 
sphère en cas de symétrie axiale (cf. V. Bondarev [2]). L'auteur utili- 
se ici pour la composante radiale du déplacement l'expression qu'il 
a obtenue dans un de ses travaux antérieurs (cf. V. Bondarev [1}) 
dans le cas d’un chargement par une pression normale à symétrie 
axiale. 11 aboutit à une équation intégrale de première espèce sur 
le segment sphérique S, et arrive à isoler du noyau de l'intégrale 
des termes (avec un changement de variables) qui coïncident avec les 
termes de l'équation du problème de contact à symétrie axiale pour le 
demi-espace (cf. M. Léonov [2]) (dans ce même travail la solution de 
cette équation est obtenue sous forme explicite). Les termes indiqués 
sont transférés d'un même côté et les autres sont considérés comme le 
second membre d’une équation auxiliaire, dont la résolution conduit 
à une équation intégrale de deuxième espèce à noyau régulier. Il 
est montré que l'équation obtenue peut être résolue par la méthode 
des approximations successives. 


282 ÉQUATIONS INTEGRALES DES PROBLÈMES FONDAMENTAUX SPATIAUX [CH. VI 


$ 39. Supplément 


La méthode de résolution des équations intégrales singulières 
correspondant aux problèmes fondamentaux spatiaux de la théorie de 
l'élasticité exposée au $ 33 a été appliquée, compte tenu desrecomman- 
dations données au $ 37, à l’étude de l’état de contrainte dans diffé- 
rents problèmes d'application. La méthode s’est enrichie de toute une 


_« 


rh 


CO 


Fig. 31. Espace à deux cavités cubiques. 


série de procédés permettant d'améliorer son efficacité et de faciliter 
la préparation des données initiales (P. Perline, E. Chafarenko, 
A. Sternchis [11]). 

Un des procédés, par exemple, consistait en ce qui suit. Pour 
l'élaboration des formules de calcul des intégrales 


| Mit, g}p(a)—T2(g, 9°)6 (a) 484 (89.1) 
S 


les termes de la somme intégrale correspondant aux domaines S,; 
voisins du point g auquel on calcule l’intégrale (39.1) étaient déter- 
minés à l’aide des formules de Gauss d'ordre assez élevé pour le cal- 
cul des volumes. Avec l'augmentation de la distance l’ordre des for- 
mules de Gauss baissait et à une distance notable on utilisait déjà 
des formules élémentaires donnant le volume comme le produit de 
l'expression sous l'intégrale au point central par la surface du domai- 
ne. Ce procédé est en fait équivalent à l’utilisation d’un réseau varia- 
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ble, quand la discrétisation de la surface dépend du point auquel on 
calcule l’intégrale (elle est plus fine au voisinage de ce point). 

Le procédé dont on vient de parler a été utilisé par E. Chafaren- 
ko [1] pour la résolution d’un problème relatif à un espace affaibli 
par deux cavités cubiques identiques (fig. 31). La charge se ramenait 
à une pression hydrostatique de valeur unité. La partition des arêtes 
a été réalisée de la façon suivante. On se donnait sur les arêtes des 
points de plus en plus rapprochés vers les sommets et on menait des 


Fig. 32. Contraintes 0, = cset os le Fig. 33. Cavité en forme de croix. 
long de la droite réunissant les cen- 
tres des cavités. 


droites réunissant les points correspondants des arètes opposées et 
ces droites divisaient les faces en rectangles de différentes dimen- 
sions. L'existence de deux plans de symétrie géométrique et de force 
a permis de n'effectuer le calcul des fonctions œ (q) qu'aux points 
d'un quart de la surface de l'une des cavités cubiques. Sur la figure 32 
sont représentés les diagrammes des contraintes 6, = 6, et 0, sur 
la ligne réunissant les centres des cavités pour différentes épaisseurs 
de la cloison: 2b = 3a et 2b = 0,5 a. Sur les arêtes ont été choisis 
sept points qui les divisaient en segments de longueurs 0,05a, 0,10a, 
0,15a et 0,20a et ensuite dans l’ordre inverse. Le calcul effectué pour 
un plus grand nombre de points a donné le même résultat (voir le 
tableau 21). 

Un autre procédé consistait en l’utilisation d'approches connues 
pour la description universelle des surfaces de forme complexe. 
Toute la surface était divisée en quadrilatères, caractérisés par la 
position des sommets et du milieu des côtes, et à l’aide de fonctions 
dites fonctions de forme chacun d'eux était appliqué sur un carré 
dans un plan auxiliaire. La discrétisation des quadrilatères (non 
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Tableau 21 
x] xe x3 0 | i | ° | 3 | & | 5 
une cavité (b—) 
0,5 10,1 0,1 1 0,382 0,158 0,078 0,033 0,015 
(0) [(- 0,053) |(- 0,027) | (- 0,01) |(- 0,005) |( - 0,002) 
0,5 |0.4 0,4 I 0,347 0,345 0,088 0,05 0,018 
(0) [(-0,25) | (0.01) |(-0,02) |(-0,003) |( - 0,003) 
deux cavités (b/a = 2) 
0,1 |1,5 0,1 0 | -0,053 | -0,027 | - 0,01 0,005 | -0,002 
(—-1)1(-0, 377) (-0,157) [(-0,077) [(- 0,032) |[(-0,015) 
0,4 |1,5 0,4 0 | -0,248 0,01 | -0,02 0,003 | -0,002 
(-1) [(- 0.343) (-0 342) (— 0,087) |( - 0,048) |(- 0 :017) 
deux cavités (b/a— 0,75) 
0,1 |0,25 | 0,1 0 | -0,035 | -0,015 | -0,033 | -0,033 (0) 
(—-1)1(-0,24) |(- 0.085) |( - 0,048) |( - 0,013) |( - 0,01) 
0,4 |0,25 | 0,4 O0 | -0,192 0,003 0,003 0,005 0,007 
(—1) [(-0.265) I(-0,302) |(-0,04) |(- 0,038) |(- 0.007) 


plans en général) s'obtient alors automatiquement par la donnée 
des points sur les côtés des carrés (et parfois n'indiquant que le nom- 
bre de ces points). Pour obtenir la précision voulue de calcul des 
intégrales on emploie, au voisinage du point auquel on calculait 
l'intégrale, un réseau auxiliaire, beaucoup plus fin que le réseau glo- 
bal, défini par le point même. 

Ce procédé a été utilisé par A. Sternchis [1] pour un problème 
concernant un espace comportant une cavité en forme de croix 
(fig. 33) formée par deux cavités cylindriques de même rayon. Le 
chargement se ramenait à une pression hydrostatique. Comme 
l’état de contrainte présente de l'intérêt au voisinage de l’intersec- 
tion des surfaces, les cavités sont raccourcies à une certaine distance. 
On présente sur la figure 34 la valeur de la composante œ et sur la fi- 
gure 35 celle de la composante des contraintes 6,, 6., 64 (le long 
de la génératrice menéc sur la figure 33 en trait gras). 
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Dans l’article [1] de E. Alexéeva, P. Perline, A. Sternchis ce mé- 
me procédé a été utilisé pour la résolution du problème relatif à un 
cylindre affaibli par une cavité cylindrique (fig. 36). Le chargement 
était réalisé par traction préalable de deux câbles disposés dans les 


— 46 points 
* 29 points 
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Fig. 34. Diagramme de la composante normale de la densité œ. 


fonds fixés sur la surface extérieure. Deux variantes de construction 
sont représentées sur la figure 36, a et b. Le schéma de calcul se fonde 
sur l'existence à l'intérieur des corps de deux bandes cylindriques S 
et S’ de largeur 6, sollicitées par une pression de grandeur gq (q) 


X/R 


Fig. 35. Diagramme des contraintes 0,, 6,, 0e. 


qu’on suppose répartie uniformément, choisie de telle sorte que l'ef- 
fort de compensation, appliqué aux points d'émergence des câbles, 
soit égal à P. 

Pour passer au problème d’un corps non sollicité par des forces 
intérieures, il est nécessaire d'introduire un potentiel élastique 
généralisé (28.3) avec la densité 0,5 gq (q): 


U(p=+ | l(», 9)q (a) dSa. (89.2) 
SUÛUS” 
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Ce potentiel représente la solution des équations de la théorie 
de l’élasticité pour tout l’espace, à l’exclusion des surfaces S et S”, 
sur lesquelles le saut des valeurs limites de l'opérateur des contrain- 
tes sera égal à q (g). C’est pourquoi retranchant des déplacements 
recherchés le déplacement (39.2) on parvient à un problème qu'on 
peut résoudre par la méthode générale. Les charges apparaissant sur 


Fig. 36. Cylindre avec une cavité cylindrique sollicité par des efforts de traction: 
(a) — variante I, (b) — variante II. 


les surfaces extérieure et intérieure sont déterminées à l’aide de l’opé- 
rateur des contraintes du potentiel U (p). Les forces concentrées aurai- 
ent pu être éliminées par superposition des solutions particulières de 
Boussinesq pour le semi-espace. Dans le travail cité ces forces étaient 
remplacées par une charge répartie uniformément sur de petits 
domaines. Les résultats de calcul pour les deux variantes de construc- 
tions sont présentés sur les figures 37 et 38. 

Envisageons en dernier lieu le travail de G. Kokluev, A. Stern- 
chis et P. Perline [1] dans lequel sont obtenues les solutions de plu- 
siers problèmes à symétrie axiale pour des corps de configuration 
complexe à l’aide du programme de S. Stoupak. Les sections et les 
charges correspondantes sont représentées sur la figure 39, a et b. 
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Fig. 37. Diagrammes des contraintes sur l'axe de rotation pour la variante I. 
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Fig. 38. Diagrammes des contraintes sur 1 axe de rotation pour la variante II. 
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Fig. 39. Schémas de chargement Fig. 40. Diagrammes de la composante , (a) 

des corps à symétrie axiale de et de la composante ®, (b) dans la section I-I 

configuration complexe. du corps de la fig. 39. a pour différents 
nombres de points de calcul. 


065 


165 135,0 


Fig. 41. Contraintes 0; pour le schéma 39, a, obtenues par calcul (a et par la 
méthode de photo-élasticité (b): (e) — contraintes o4 pour le schéma 39, b: 
1 — valeurs calculées, 2 — valeurs expérimentales. 
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Sur la figure 40 sont données les valeurs des composantes des densités 
œ- (a) et w, (b) dans la section I-I pour le corps montré sur la fieu- 
re 39, a pour différents nombres de points dans la section méridio- 
nale. À la courbe 1 correspondent 45 points, à la courbe 2, 57 points 
et à la courbe 3, 64 points. Sur la figure 41, a et b sont représentées 
les valeurs 0, pour le corps de la figure 39, a, obtenues par calcul (a) 
et par la méthode de photo-élasticité (b). La figure 41, c donne les 
valeurs o; sur la surface intérieure du corps montré sur la figure 
39, b. La courbe 1 est obtenue par calcul, la courbe 2, par l’ex- 
périence. 


CONCLUSION 


Le matériel exposé dans ce livre montre de façon convaincante 
les possibilités qu'offre l'appareil des équations intégrales pour la 
résolution des problèmes de l’élasticité. Le cadre restreint de l’ou- 
vrage et son orientation générale n'ont pas permis aux auteurs 
d’exposer certaines orientations où l’on utilise également cet appareil 
et qui constituent une généralisation évidente des approches que nous 
avons considérées. Il s’agit en premier lieu de la théorie des oscilla- 
tions périodiques (cf. par exemple V. Kupradze [1], T. Guéguélia et 
autres [1]), de la théorie de la déformation des milieux anisotropes 
(cf. par exemple S. M. Vogel, F. J. Rizzo *[1], M. D. Snyder, 
T. A. Cruse *[1]). 

Les auteurs n'ont pas exposé non plus certaines méthodes dans 
lesquelles l'appareil des équations intégrales de deuxième espèce appa- 
raît comme outil auxiliaire à l'une des étapes intermédiaires. 

Les méthodes des transformations intégrales (cf. par exemple 
Ya. Ufland [1]) qui permettent de résoudre effectivement des problèmes 
pour des domaines de forme spéciale sont largement développées. 
Des problèmes mixtes et ceux relatifs à des domaines présentant des 
coupures se laissent réduire à des équations intégrales de première: 
espèce à noyaux discontinus (les équations dites duales) qui sont 
ensuite ramenées, à l’aide d’une représentation spéciale de la fonc- 
tion inconnue, à des équations intégrales de deuxième espèce. Remar- 
quons que l’on retrouve ces mêmes équations en utilisant l'appareil 
des équations duales en séries (cf. par exemple V. Parton, E. Moro- 
zov [11). 

Un grand nombre de problèmes se laissent résoudre à l’aide d’une 
méthode approchée dite de factorisation de la relation fonctionnelle 
qui apparaît au cours de l'application de la transformation intégrale 
à l’une des classes d'équations intégrales de première espèce (cf. par 
exemple B. Noble *{[1]). 

On n’a pas étudié non plus dans cet ouvrage les méthodes de réso- 
lution des équations intégrales de première espèce auxquelles peuvent 
être ramenés sans efforts certains problèmes de l’élasticité. On sait 
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(cf. par exemple A. Tikhonov, V. Arsénine {1}) que la résolution de 
ces équations par les méthodes approchées traditionnelles conduit 
à des algorithmes instables et nécessite par conséquent le recours 
à des artifices spéciaux (les algorithmes de régularisation). 

L'’attention des chercheurs est également attirée par les problè- 
mes relatifs à des corps comportant des renforcements, c'est-à-dire 
les problèmes pour des corps homogènes par morceaux dans lesquels 
l’étendue du domaine à module d'élasticité élevé est beaucoup plus 
faible que celle du domaine principal. Il n'est donc pas rationnel de 
déterminer l’état de contrainte des domaines de ce genre par des 
méthodes générales (cf. $$ 22, 35). On propose pour la résolution de 
problèmes de ce genre des méthodes approchées spéciales qui font 
appel à la mécanique des constructions pour déterminer les contrain- 
tes dans le renforcement pour passer ensuite à un problème aux limi- 
tes auxiliaire pour le domaine principal. Il est alors possible à cette 
étape d utiliser efficacement les équations intégrales (cf. par exemple 
G. Savine, V. Toultchi [1], G. Savine, N. Fleichman {1}). 

On sait que certaines méthodes de résolution des problèmes de la 
mécanique des milieux continus se ramènent au cours des étapes 
intermédiaires, à des problèmes de l’élasticité linéaire. Rappelons 
l’application en théorie de la plasticité (théorie de la déformation) 
de la méthode des solutions élastiques (cf. A. Iliouchine [1]). Dans 
l’article de J. L. Swedlow et T. A. Cruse *[1] une approche similaire 
est étendue à la théorie de l’écoulement. Ces problèmes se laissent 
résoudre, sous certaines réserves à l’aide des équations intégrales. Il 
est évident que pour des milieux à rheéologie plus complexe on peut 
utiliser (sous telle ou telle forme) la méthode des solutions élastiques. 

Les problèmes de l'élasticité relatifs à des milieux dont les 
coefficients de Lameé sont à variation continue ont une grande impor- 
tance pratique. Remarquons que pour certaines restrictions sur le 
comportement de ces coefficients, la solution peut être ramenée à une 
étude successive, étape par étape, de problèmes auxiliaires pour les 
milieux homogènes. Des approches générales se dégagèrent pour la ré- 
solution directe des problèmes relatifs aux milieux non homogènes 
erâce aux représentations intégrales (cf. Furuhashi Rozo, Kataoka 
Masoharu *[1]}). 

Nous avons donc tout lieu d'espérer que les méthodes numériques 
de résolution des équations intégrales qui ouvrent d'énormes possi- 
bilités pour une étude efficace de nombreux problèmes de la méca- 
nique des milieux continus attireront l'attention d’un nombre tou- 
jours plus grand de chercheurs. 
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